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Resumen

El objetivo de este documento es presentar un algoritmo heuristico — evolutivo
gue resuelva el problema de coloracion difusa, que representa un problema de
optimizacién combinatoria.

En el problema de coloracién difusa se considera un grafo que en lugar de tener
asociada una matriz de adyacencia con aristas bien definidas (0,1), se definen de una
forma difusa (la matriz tendrd ndmeros fraccionarios entre 0 y 1 (0.1416, 0.9326);
conservando la misma propiedad de simetria. Gracias a esto, los valores de muchos
pardametros, por ejemplo densidad y nimero cromatico, dejan de ser nimeros y se
convierten en variables aleatorias.

Dados un grafo G= (V, E) y el conjunto finito de colores {1,2,..,c}, en una
coloraciéon difusa cada color kK, k € {1,2,..,c} estad presente en la coloracién de un
vértice i € V con cierta intensidad. Por ejemplo, si ¢ = 2, considerando los colores 0
(blanco) y 1 (negro) se obtienen las tonalidades de grises.

El algoritmo que se describe fue dividié en tres bloques principales: Generacién de
instancias aleatorias, Difuminado del grafo y el de Soluciones nitidas parciales; siendo
el conjunto soluciones nitidas asociado al corte dado por el difuminado del grafo el
Numero cromatico difuso.

Para encontrar la coloracion minima de un los grafos nitidos, se partié del
algoritmo de Recocido Simulado; ademas se hace todo un andlisis del proceso de
Recocido Simulado y se explica las decisiones que se toman para que encontrar una
buena solucion.
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1. Grafos

En matematicas y ciencias de la computacion, un grafo (del griego grafos: dibujo,
imagen) es el principal objeto de estudio de la teoria de grafos.

Informalmente, un grafo es un conjunto de objetos llamados vértices unidos por
enlaces llamados aristas, que permiten representar relaciones binarias entre
elementos de un conjunto.

Desde un punto de vista prdctico, los grafos permiten estudiar las interrelaciones
entre unidades que interactian unas con otras. Practicamente cualquier problema
puede representarse mediante un grafo, y su estudio trasciende a las diversas areas de
las ciencias exactas y las ciencias sociales.

Por ejemplo, en 1736 el primer articulo relativo a grafos escrito por el
matemadtico Leonhard Euler demostré en base al grafo asociado al esquema de
puentes de Konigsberg (representado en la figura 1.1) que no es posible regresar al
vértice de partida sin pasar por alguna arista dos veces. Este es solo un ejemplo de
una abstraccion de un problema del mundo real a la teoria de grafos.

.
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Figura 1.1. Los siete puentes de Konigsberg



1.1 Grafos no dirigidos

En el presente proyecto se trabajé con grafos no dirigidos debido a que las
interrelaciones entre los vértices corresponden solamente a un estado de
compatibilidad y no tiene sentido un comportamiento dirigido. En la figura 1.2
podemos notar la diferencia de una manera grafica.

a; b a » b

Grafona divigide Grafo dirigida

Figura 1.2. Diferencia entre grafo dirigido y no dirigido

Un grafo no dirigido podemos definirlo como una pareja ordenada G= (V, E)
donde V es un conjunto finito de vértices y E es un conjunto finito de aristas. Una
arista puede definirse como un par no ordenado de vértices E= {u, v} donde u, v € V.
Se dice que dos vértices u, v son vecinos si el par {u, v} € E. Se define como el grado de
un vértice al nimero de vecinos que este tenga en el grafo.

A continuacién se explicara de una manera mas intuitiva el concepto de grafo y se
introduce el concepto de matriz de adyacencia para representar cuando un vértice es

vecino de otro, es decir tienen asociada una arista.

Dado el presente grafo:

IVl =6
V={1I 2I 3I 4I 5[ 6}
|E| =7

E={{1,2}, {1,5}, {2,3}, {2,5}, {3,4}, {4,5}, {4,6} }

Figura 1.3. Grafo

La matriz de adyacencia es una matriz cuadrada que se utiliza como una forma de
representar relaciones binarias. Cada grafo tiene asociado su matriz de adyacencia.
En este caso el nimero uno significa que hay una arista uniendo dos vértices, en otras
palabras que son vecinos.
La representacion de matriz de adyacencia del grafo de la figura 1.3 es la siguiente:

010010
1 01 010
o1 o1 o0
no1 011
1 10100
0001 00

Figura 1.4. Matriz de Adyacencia



1.2 El problema de coloracion de grafos

Este problema consiste en asignar un color a cada vértice de forma que ninguna
arista tenga el mismo color en sus dos extremos. Se define como una k-coloracién a la
coloracién de un grafo que utiliza a lo mucho k-colores. Generalmente, se busca
obtener la coloracién minima de un grafo, es decir, minimizar el nimero de colores
utilizados.

Algunos problemas de planificacién del tiempo o de recursos se pueden plantear
como problemas coloracién de los vértices de un grafo; los vértices representan los
elementos a programar y hay una arista entre dos vértices cuando los elementos
representados por éstos son incompatibles; una coloracién valida identifica una
asignacién de recursos compatibles. Si el objetivo es usar el minimo nimero de colores
se tiene planteado el problema de coloracién minima.

Por ejemplo, el grafo de la figura 1.5, tiene una 4 — coloracién, en donde también
coincide que es una coloracién minima.

Figura 1.5. Grafo coloreado |V| =4, k=4



2. Enfoque difuso del problema de coloracion de grafos

2.1 Introduccion

A partir del concepto de numero difuso, y considerando que una funcién de
coloracién asigna numeros (colores) a los vértices de un grafo, es natural plantearse
qué ocurre cuando el color asignado es un numero difuso, introduciendo asi la
coloracion difusa de un grafo nitido. También se puede uno plantear qué ocurre
cuando la funcidn de coloracién es nitida pero el grafo es difuso; a partir de esta idea
se plantea el problema de coloracion minima difusa y se introduce el concepto de
nimero cromatico difuso.

2.2 Coloracion difusa de un grafo nitido (Javier Ramirez Rodriguez, 2000,

Una de las formas en que se puede representar un conjunto D es usando el
concepto el concepto de funcion caracteristica p, (v) cuyo valor uno o cero indica si el
elemento v pertenece o no al conjunto D.

Sean los conjuntos V ={v,v,,v3,v4,vs} y D ={vi,Vv3,vs}; entonces se puede escribir
Mo (vi)=1, Mo (v2)=0, upo (v3)=1, Mo (v4)=0, Mo (vs)=1, lo que permite describir al conjunto
D con los elementos de V acompafiados del valor de la funcién caracteristica:

D= {( Vlll)l( VZIO)I( V311)r( V4IO)I( V511)}
Los elementos con grado de pertenencia igual a cero normalmente no se escriben.

Al considerar que la funcidén caracteristica puede tomar cualquier valor en el
intervalo [0,1], en 1965 Zadeh introdujo el siguiente concepto de conjunto difuso, que
generaliza al concepto clasico de conjunto.

Definicidn 1. (Zadeh(y) Sea V un conjunto finito o infinito de elementos denotados
genéricamente por v, entonces un subconjunto difuso D de V es el conjunto de
parejas {v, o (v)}, ¥v eV donde o (v) es el grado de pertenencia de v a D. Se
puede decir que pp (v) toma sus valores de un conjunto M llamado conjunto de
pertenecia, con la funcidn pp: V = M. Esta funcién se llama funcién de pertenecia.

Si M = {0,1}, entonces el conjunto difuso D se vuelve un subconjunto no difuso o un
subconjunto comun, en este proyecto se considera M = [0,1].



Considerando que la funcién de coloracién de un grafo asigna colores (nimeros) a
cada vértice, y que esta coloracidon implica una determinada asignacién, es natural
plantearse la cuestién de generalizar esta asignacion permitiendo que el color sea un
numero difuso. La coloracion difusa € asi introducida debe asignar a cada vértice del
grafo una graduacién de cada uno de los colores seleccionados de un conjunto fijado
previamente. Formalmente se introduce la siguiente definicion:

Definicion 2. Dados un grafo G= (V, E) y el conjunto finito de colores {1,2,...,c}, una
coloracion difusa es una aplicacién

€°:V D (Mef (1), e (c))
Es decir, cada color k, k€ {1,...,c} esta presente en la coloracién de un vértice i € V con

cierta intensidad p ¢° (k). Por ejemplo, si ¢ = 2, considerando los colores 0 (blanco) y 1
(negro) se obtienen las tonalidades de grises.

2.3 Problema de coloracion minima difusa (Javier Ramirez Rodriguez, 2000,,)

Definicién 3. (Rosenfelds) Sea V=1{1,..,n}, un grafo G =(V,o,u) es un grafo difuso,
donde

1. o:V = [0, 1], queindica el nivel de pertenencia de cada vértice.
2. u:VxV - [0,1], queindica el nivel de pertenencia de cada arista.

Dados x, y € V. Si u(x,y) = 0 entonces no existe la arista {x,y} y si u(x,y) > 0 entonces

existe la arista difusa {x,y}, siendo u(x,y) el grado de pertenencia de {x,y} al grafo G.

Los grafos difusos considerados verifican que o(v)=1 . ¥ v € V. Estos grafos son
llamados grafos de aristas difusas que se denota por G = (V, p); donde la imagen de u
es un conjunto totalmente ordenado, no necesariamente en el intervalo [0,1].

Definicién 4. Sea el grafo de aristas difusas G = (V, u), para cada a que sea
elemento de un conjunto totalmente ordenado, se define el a — corte de G como el
grafo nitido G,=(V,E,) donde E,={(i,j) € E| u(i,j) = a}. Ya que los grafos a tratar tienen
un conjunto finito de aristas, tendran un ndmero finito de a — cortes diferentes.

A continuacidn se presenta un ejemplo y posteriormente se definird el grafo
difuso asociado.



Ejemplo 1. Sea el cruce de cuatro calles ilustrado en la figura 2.1. Las flechas
indican los sentidos posibles de circulacion de los automoviles.

Se trata de regular el trafico del cruce mediante semdforos que indiquen a los
conductores cuando pueden pasar. Hay que identificar el ciclo minimo del semaforo
que evite los choques, indicando en cada uno de los periodos de ese ciclo cudles son
los movimientos permitidos.

'

A

Figura 2.1. Cruce de calles y su grafo de incompatibilidades

Como se puede observar los vértices del grafo son cada uno de los sentidos de la
circulacién posibles y habra una arista entre dos vértices cuando sean incompatibles,
es decir, cuando en los sentidos de circulacién correspondientes haya riesgo de
colisién al permitir el paso a ambos sentidos por tener el semaforo en verde
simultaneamente. El grafo de incompatibilidades G es el que se muestra en la figura
2.1.

Una coloracion del grafo, indicard con cada clase de color los trayectos que se

pueden realizar simultdneamente y con esto, qué semaforos deben tener luz verde y
cudles luz roja.

Una coloracién de G es la siguiente:

C(AB)=1, C(AD)=2, C(CB)=162, C(CD)=2y C(DB)=1

10



2.4 Numero cromatico difuso (Javier Ramirez Rodriguez, 2000,

El ciclo del semaforo en el ejemplo 1 depende de la definicion de incompatibilidad
de los sentidos de circulacién. Este concepto admite graduaciones. Esta claro que si en
este ejemplo se consideran todos los giros incompatibles, el grafo de
incompatibilidades es un grafo completo, por lo que se requieren 5 colores para
pintarlo; lo que indica que deberia haber en el semaforo un periodo de color verde
para cada uno de los sentidos de circulacidn posibles, que no es una opcidn practica.
En el extremo opuesto, si todos los giros son compatibles, el grafo de
incompatibilidades no tendria aristas y se pueden pintar con un solo color todos los
vértices, pero esta tampoco es una opcién.

Situaciones intermedias se obtienen cuando el grafo se hace mas restrictivo, por
ejemplo limitando cada periodo de luz verde en un semdaforo a los sentidos de
circulacién con menos riesgo. Para esto las incompatibilidades se clasifican segin su
grado en nula, baja, media y alta, como se puede observar en la figura 2.2.

Figura 2.2. Grafo difuso

De lo anterior, el problema puede modelarse como un grafo con aristas difusas
G = (V, u) donde u : VX V = {nulo, bajo, medio, alto} y u(i,j) indica el grado en que el
sentido de la circulacion i es incompatible con el sentido de la circulacion j.

Ahora se plateard el problema de coloracién del ejemplo del grafo difuso, asi de
esta manera usaremos la representacidon de o — cortes para obtener un conjunto de
problemas nitidos que dependen del grado de pertenencia; al resolver estos
problemas se obtienen soluciones que dependen de dicho grado y se llaman
soluciones difusas del problema.

11



Definicion 5. Existe una secuencia A = {ay,..., a,} de niveles de pertenencia y el
conjunto de soluciones S = {s,,...,s,}, tales que s; es soluciéon de G,; y es éptima en
J1=(0, a;], s; essolucion de G,, yes dptimaen ), = (a, &), ..., s, essolucién de Gy,
y es optima en J, = (a5, a,).

Una solucidn difusa se puede considerar como el conjunto difuso
S={(sy, az), ..., (S0, an)}

Con esta definicidn cada s; de los elementos de S sera una solucién nitida que
es Optima para niveles de pertenencia mayores o iguales a «a; con i€{1, ... ,n}.

Continuando con el ejemplo 1, si ademas de las aristas que son incompatibles se
consideran:

1. El grafo de incompatibilidad alta G, es el grafo nitido representado en la
figura 2.1, que anteriormente ya se habia presentado y que su numero
cromatico fue de 2. Cabe mencionar que los grados de incompatibilidades ya
fueron definidos en el grafo difuso de la figura 2.2.

Figura 2.3. Gua

2. Al ahiadir al grafo anterior las aristas que tienen incompatibilidad media, se
define el grafo Gnesis , que se representa en la figura 2.4. Este grafo tiene
numero cromatico 3; una 3 — coloracion es la siguiente:

C(AB)=163, C(AD)=3, C(CB)=1,263, C(CD)=2 y C(DB)=1

12



Se observa que con esta coloracién se incrementa a tres el nimero de
periodos de color verde en ciclo del semaforo.

Figura 2.4. Gpedia

3. Al anadir al grafo de G.qsi; las aristas que tengan incompatibilidad baja, es
decir las aristas {AB, CB} y {AB, DB}, se define el grafo G, representado en

la figura 2.5. Gy, tiene nimero cromdtico 3 y una 3 — coloracién es la
siguiente:

C(AB)=1, C(AD)=1, C(CB)=2¢63, C(CD)=2 vy C(DB)=3
En este caso, el nimero de periodos de color verde en el ciclo del semaforo

sigue siendo tres ; el tiempo que dure cada periodo dependerd, entre otros
factores, del volumen de trafico en cada sentido de circulacién.

Figura 2.5. Gpedia

13



La ventaja de los casos Gmedia Y Ghajs SObre G, al que se designara por Ggq, €S que
disminuyen el riesgo de accidentes, pero también tienen el inconveniente de hacer
mas lento el trafico.

3
2
1
Incompatibilidad

nula baja media alta

NumCrom

Figura 2.6. Grafico de NUmero Cromatico Difuso

La solucién difusa es S ={(3, baja), (2 alta)} y para cada elemento proporciona el
numero cromatico que se obtiene en el a correspondiente y ese valor de o es el
mayor con el que se puede obtener dicho nimero cromatico. En otras palabras
basandonos en el ejemplo con el que hemos trabajado, cada elemento proporciona el
nimero de periodos de luz verde en el semaforo y el mayor nivel de riesgo de
colisiones que se corre con dichos periodos; a mayor incompatibilidad le corresponde
mayor riesgo. La solucién se puede mostrar en la figura 2.6.

A partir del esquema general de optimizacién y de las ilustraciones mostradas
anteriormente se presenta la siguiente definicion.

Definicidn 6. Dado un grafo con aristas difusas G = (V, u) el niUmero cromdatico
difuso de G estara formado por el conjunto difuso no normalizado cuyos elementos
son las parejas formadas por el nimero cromético del a; - corte G, y a;, con i que
toma valoresen {1, ... ,n}.

No es dificil demostrar que el nimero cromatico difuso es un conjunto convexo
no-normalizado cuyo valor modal estd asociado con el grafo mas restrictivo.

14



3. Método para resolver el problema

3.1 Introduccion

En el lenguaje coloquial (Rafael Marti (4), optimizar significa poco mas que
mejorar; sin embargo, en el contexto cientifico la optimizacién es el proceso de tratar
de encontrar la mejor solucidn posible para un determinado problema. En un
problema de optimizacidn existen diferentes soluciones y un criterio para discriminar
entre ellas. De forma mas precisa, estos problemas se pueden expresar como
encontrar el valor de unas variables de decisidn para los que una determinada funcién
objetivo alcanza su valor maximo o minimo.

Para el problema de coloracién difusa se considero un método heuristico —
evolutivo como es el algoritmo realizado en este trabajo basado en Recocido Simulado,
ya que se considera como un problema “dificil de resolver”; en otras palabras es un
problema de optimizacion dificil, ya que no se puede garantizar el encontrar la mejor
solucion posible en un tiempo razonable.

Los algoritmos evolutivos estan basados en poblaciones de soluciones. En cada
iteracidn del algoritmo no se tiene una Unica solucion sino un conjunto de éstas. Estos
algoritmos se basan en generar, seleccionar, combinar y reemplazar un conjunto de
soluciones. Dado que mantienen y manipulan un conjunto en lugar de una unica
solucion a lo largo de todo el proceso de busqueda, suelen presentar tiempos de
ejecuciodn sensiblemente mas altos que otros metaheuristicos.

El recocido simulado es una de las metaheuristicas mas cldsicas. Su simplicidad y
buenos resultados en numerosos problemas, lo han convertido en una herramienta
muy popular, con cientos de aplicaciones en los mads variados campos, entre ellos la
optimizacion combinatoria. En este proyecto haremos una revision de los
fundamentos del método, analizando las diferentes decisiones que se tomaron en la
fase del disefio del algoritmo aplicado al problema de coloracién difusa.

15



3.2 Introduccion al Recocido Simulado (Belarmino Adenso Diaz et al, 20015

Desde que Kirkpatrick et al.;; (1983) introdujeron el concepto de Recocido
Simulado, RS, (“Simulated Annealing”, SA, en inglés), estd metaheuristica ha
demostrado ser una herramienta muy exitosa para resolver una amplia gama de
problemas de optimizacién combinatoria. El recocido Simulado es una variante de la
busqueda local que permite movimientos ascendentes para evitar quedar atrapado
prematuramente en un éptimo local. El nombre viene de la idea en que esta basado un
algoritmo disefado en los afios 50 para simular el enfriamiento de un material (un
proceso denominado “recocido”).

A menudo se dice que mientras que es muy facil hacer que RS funcione, es dificil
hacer que funcione bien. Esto debido a que no es propiamente un algoritmo, sino una
estrategia heuristica que necesita de varias decisiones para que quede totalmente
disefiado, las cuales tienen una gran influencia en la calidad de las soluciones
generadas. Estas decisiones son clasificadas en genéricas y especificas.

3.3 El proceso de Recocido Simulado (Belarmino Adenso Diaz et al, 2001;s)

El algoritmo de busqueda local parte de una solucién inicial que de modo
paulatino se transforma en otras que a su vez son mejoradas al introducirles pequefias
perturbaciones (como cambiar el valor de una variable). Si el cambio da lugar a una
solucion “mejor” que la actual, se sustituye por la nueva, continuando el proceso hasta
gue no es posible ninguna nueva mejora. Esto significa que la busqueda finaliza en un
Optimo local, que no tiene que ser forzosamente el global.

Un modo de evitar este problema es permitir que algunos movimientos sean hacia
soluciones peores. Pero si la busqueda estd yendo hacia una buena solucién, estos
movimientos de escape debe realizarse de un modo controlado, esto mediante una
funcidn de probabilidad que disminuira la probabilidad de esos movimientos.

Los fundamentos de este control se basan en conceptos de Metropolis et al.;;
(1953) en el campo de la termodinamica estadistica. Basicamente Metropolis modelo
el proceso de RS simulando los cambios energéticos en un sistema de particulas
conforme decrece la temperatura, hasta que converge a un estado estable
(congelado). Las leyes de la termodinamica dicen que a una temperatura t la
probabilidad de un incremento energético de magnitud &E se puede aproximar por
P[6E] = exp(-6E/kt); siendo k una constante fisica denominada de Boltzmann que
ignoraremos ya que no tiene significado en problemas de optimizacion. En el algoritmo
de Metropolis se genera una perturbacion aleatoria en el sistema y se calculan los
cambios de energia resultantes: si hay una caida energética, el cambio se acepta
automaticamente; por el contrario, si se produce un incremento energético, el cambio
sera aceptado con una probabilidad dada por P[SE] = exp(-6E/t). El proceso se repite
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durante un numero predefinido de iteraciones en series decrecientes de temperatura,
hasta que el sistema este “frio”.

La siguiente tabla muestra una relacidn entre los elementos de la simulacién
termodinamica y la optimizacidon combinatoria.

Simulacién termodinamica Optimizacion combinatoria
Estados del sistema Soluciones factibles

Energia Costo

Cambio de estado Solucién en el entorno
Temperatura Parametro de control
Estado congelado Solucidn heuristica

Tabla 3.1 Relacidn establecida entre simulacion termodinamica y optimizacion combinatoria

El parametro
habra movimientos a peores soluciones y la convergencia serd a un éptimo local.

A continuacién se presenta el algoritmo basico de Recocido Simulado.

t es un parametro de control denominado generalmente
temperatura. Si se permite que t alcance valores suficientemente pequefios, ya no

Sea f{s) el costo de la solucidn s y sea N(s) su entorno.
Selecciona una solucidn inicial s.
Seleccionar una temperatura t,> 0.
Seleccionar una funcién de reduccién de la temperatura a.
Seleccionar un numero de iteraciones nrep.
Seleccionar un criterio_de_parada.
REPETIR
REPETIR
Seleccionar aleatoriamente una solucion s € N(sy);
Sea 6 =f(s) - flsd);
SI §<0 ENTONCES s, = s;
SINO
Generar aleatoriamente u € U (0,1);
Slu< exp (-6/t) ENTONCES s, = s;
FINSINO
HASTAQUE cuenta_iteraciones = nrep
t=aft);
HASTAQUE criterio_de_parada = CIERTO

Figura 3.1 Pseudocddigo del algoritmo basico de RS

Cabe mencionar que cualquier implementacion de busqueda
convertirse en una implementacion RS.

local

puede
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Para poder implementar el algoritmo de la figura 3.1, aplicado al problema de
coloracion difusa, es preciso tomar una serie de decisiones, que las dividiremos en
genéricas y especificas.

Las decisiones genéricas se refieren principalmente a cémo controlar la
temperatura (incluyendo la definicion de su valor inicial to y la funcién de
decrecimiento a, el nimero de iteraciones nrep antes del decrecimiento de la
temperatura, y las condiciones que nos permitan considerar que el sistema ya estd
“frio”.

Las decisiones especificas comprenden la definicion del espacio de soluciones y la
estructura de entornos, la funcién costo, y como se obtendra la solucidn inicial s.

Ambos tipos de decisiones se deberdn tomar con cuidado pues, como se comenté
anteriormente, ejercen una gran influencia sobre la calidad de las soluciones. En el
siguiente bloque se presentara el algoritmo de RS adecuado al problema de coloracion
difusa y se presentard la explicacion de este, asi como el porqué de la toma de
decisiones tanto genéricas como especificas.
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4. El algoritmo del problema de coloracion difusa

A continuacién se presenta el algoritmo dividido en los siguientes bloques:

1. Generacidn de instancias aleatorias
2. Difuminado del grafo

3. Soluciones nitidas parciales

4. Numero cromatico difuso

La representacion de resultados se hard una vez que el algoritmo se haya ejecutado
ya con el conjunto de valores que corresponden al nimero cromatico de cada corte
(soluciones nitidas parciales) y que en conjunto integran el nimero cromatico difuso
del grafo de aristas difusas generado por el bloque de generacién de instancias
aleatorias. Esta representacion se hard graficando los valores obtenidos (de forma
manual), para asi observar el comportamiento desde un punto de vista estadistico.

4.1 Diagrama de bloques

Generacion de instancias aleatorias

G M R
om0 R
BN 014 8000

Instancias

Difuminado del grafo difuso

Coloracion inicial
Horike olo l:d: [<F]

i o8

Resultado
S

:r ' uos Numero
Himens
eromitics difusa

Figura 4.1 Diagrama de bloques del algoritmo que resuelve el problema de coloracién difusa

cromatico
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4.2 Generacion de instancias aleatorias

Generacion de instancias aleatorias

; —

Instancias

O G0N 5ol
D S0 R
LR B FTog ]

Figura 4.2. Seccién Generacion de instancias aleatorias

Antes de ejecutar el algoritmo se deberan asignar valores a un conjunto de
constantes, que influenciaran en la exactitud del algoritmo, tiempo de ejecucion,
conjunto de soluciones y tamafio del problema.

La constante que juega un papel muy importante en este bloque es la del tamafno
del grafo “TAM” y de ella dependerd el nimero de vértices de nuestro grafo difuso.
Cabe mencionar que entre mas vértices contenga el grafo mayor serd el tiempo el
tiempo de ejecucidn ya que la funcidon de costos tendrd que analizar un conjunto
mayor.

En este bloque se generara el grafo difuso con valores aleatorios dentro del rango
[0, 1] con una precision de 4 digitos (ejemplo 0.1259), la representacion es una matriz
de adyacencia simétrica y cuadrada, la cual se escribe en el archivo cuyo nombre esta
contenido en la constante “ARCHIVO”, en donde el primer valor corresponde al
numero de vértices seguido de la matriz de adyacencia.

A continuacidn se presenta el algoritmo:

Figura 4.3. Pseudocddigo de la funcién que genera las instancias aleatorias

FUNCION generarinstanciasAleatorias ()
COMIENZO
indice < 0;
arreglo [TAM] [TAM];
Abrir ARCHIVO en modo de escritura;
PARA j < 0 HASTA TAM -1
PARAj & 0 HASTA TAM -1
Sl j<indice
r & valor aleatorio, r € [0,1];
arreglo [i][j] &< r;
arreglo [j][i] & r;
FINSI
SINO
arreglo [i][j] < 0;
FINSINO
FINPARA
indice & indice + 1;
FINPARA
escribir en ARCHIVO TAM;
PARACADA x € arreglo
escribir en ARCHIVO x;
FINPARACADA
TERMINAR
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4.3 Difuminado del grafo

Instancias
Difuminado del grafo difuso
Recodde
Simulado Algoritmo glotdn Resultados
Numero
cromatico
difuso

Figura 4.4. Seccion difuminado del grafo

La constante “PARTICIONES” indica el nUmero de cortes a .Se obtendrda un numero
cromatico del a; - corte G,; , con i que toma valores en {1,2, ... ,PARTICIONES} y
corresponderd a la solucién nitida parcial del a; - corte G,

Este bloque mandara llamar por cada corte al algoritmo de Recocido Simulado. Pero
dado que el RS necesita una coloracion inicial (de donde se generarala solucidn inicial
So) para poder partir de un punto no muy lejano, el valor s, toma su valor con ayuda
de un algoritmo glotén que se aproxime a la primera coloracién, en otras palabras el
a; - corte Gy

A su vez ese valor obtenido (niUmero cromatico) se escribird en el archivo de
resultados para asi formar el conjunto llamado “ndmero cromatico difuso”.

A continuacion se presenta el algoritmo:

Figura 4.5. Pseudocddigo de la funcién que difumina el grafo de acuerdo al nimero de particiones

FUNCION difuminadoDelGrafo ()
COMIENZO
umbral & 1/ (PARTICIONES * 1);
solucionlnicial ¢ algoritmoGloton ( umbral );
Escribir (solucioninicial, umbral) € S| §$={(s5, 1), ..., (Searmiciones, Xearmiciones)} €N archivo de resultados;
PARA i < 2 HASTA i< PARTICIONES
umbral & 1/ (PARTICIONES * i);
solucion & recocidoSimulado ( umbral, solucioninicial );
SI solucionlinicial = solucion
REPETIR
solucionlnicial < solucioninicial - 1;
solucion & recocidoSimulado ( umbral, solucioninicial );
HASTAQUE solucionlnicial = solucién
FINSI
Escribir (solucioninicial, umbral) € S | §={(sy, 1), ..., (Searmiciones, Aearmiciones)} €N archivo de resultados;
FINPARA
TERMINAR
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4.4 Soluciones nitidas parciales

Recocda

\_,_I Instancias

Simulada
| algaritme ghaton

Figura 4.6. Seccién soluciones nitidas parciales

El objetivo de este bloque es encontrar la coloracion minima de cada grafo nitido

correspondiente al

a; - corte G, , esa coloracién se llama nimero cromético

(solucidn nitida parcial) y pertenece al conjunto convexo llamada ndmero cromatico
difuso. Para encontrar esta coloracién minima entra en accién el algoritmo de
Recocido Simulado que a continuacién se presenta, asi como la toma de decisiones
genéricas y especificas, que se mencionaron en la seccién anterior.

4.4.1 Algoritmo de Recocido Simulado

Decisiones especificas

Espacio de soluciones
y estructura de
entornos

Funcidn de costo f{s)

Solucion inicial s,

El espacio de soluciones es el conjunto de coloraciones, lo cual se
puede representar por un conjunto de particiones de vértices en
subconjuntos. El costo de cada particion es el nuimero de
subconjuntos que contiene. La definicién de entorno mas simple
es mover un vértice de un subconjunto a otro, de modo que siga
manteniendo la factibilidad.

Simplemente se calculan las incompatibilidades del grafo en ese
momento segun la estructura de entornos. Es decir un espacio de
soluciones sera aceptable en automatico por el RS si la funcion de
costo arroja un nUmero menor en comparacion con el espacio de
soluciones anterior. Cuando la funcién de costo arroje un cero
como resultado nos dird que ya se encontré una coloracién
minima, lo cual significa en este caso que se pudo reducir un
color.

Como se menciono anteriormente el algoritmo de Recocido
Simulado necesita de entrada una coloracién inicial s, , pero
debemos de tener un numero inicial de colores para pintar el
grafo nitido correspondiente al corte «;, este valor es obtenido
de un algoritmo glotén que se describira en breve, y las solucién
inicial se obtiene de forma aleatoria tomando colores en base al
algoritmo glotén. Es importante plantear que la solucidn del corte
a; encontrada con ayuda del algoritmo glotén sera la solucion
inicial del algoritmo RS para el corte a, y asi para todo
a; - corte Gy , con i que toma valores en {1,2, ... ,PARTICIONES}.
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Decisiones genéricas

Temperatura inicial y La temperatura tomara su valor en base a la funcién de costo,
funcion de decrecimiento en donde la funcion de costo nos da el nimero de
t,, aft) incompatibilidades segin la estructura de entornos, dividida

por el tamafio de vértices del grafo TAM. Asi t,
tomara su valor de f(s,)/TAM, y a(t) estara dada por
aft) € f(s)/TAM. Al elegir esta ecuacién se reduce mucho la
probabilidad de que se acepte una solucion “peor”, ya que al
permitir muchas malas decisiones el tiempo de ejecucion se
incrementa y tal vez se necesiten mads iteraciones para
encontrar una buena solucién. En este punto se descubridé que
el simple algoritmo de busqueda local era dptimo, pero el
tomar “pocas” malas decisiones le daba un contexto mas
amplio a la busqueda de soluciones.

Numero de iteraciones La ultima constante por analizar es “NREP”; esta constante

NREP representa el numero de “intentos” para tratar de eliminar un
color y asi llegar hasta la coloracién minima o que el criterio de
parada sea cierto. Es importante saber también que este valor
depende del tamafio del problema; es decir entre mds vértices
tenga un grafo, mas iteraciones se necesitaran para tratar de
eliminar un color. En los intentos computados tomamos un
valor de 10,000 iteraciones para 120 vértices, ya que se obtuvo
buenos resultados y el tiempo de ejecucidn fue rapido.

Criterio de parada Este criterio nos indica si el sistema ya esta “frio”, y
simplemente consideramos que esta frio cuando se ha
alcanzado las NREP iteraciones, ya que el margen dado a NREP
es lo suficientemente amplio como para eliminar un color. Si
se elimina un color se ejecuta de nuevo RS pero ahora
partiendo de una coloracién inicial disminuida en uno, asi
hasta que el criterio de parada sea cierto.

A continuacidn se presenta el pseudocddigo del algoritmo de Recocido Simulado
aplicado al problema de coloracién difusa
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FUNCION recocidoSimulado ( IN umbral, IN k, OUT numeroCromatico)
COMIENZO
So & k,
arreglo [TAM] [TAM] & leer instancias de ARCHIVO;
contadorCiclo ¢ 0;
colores [k] < k € {0,1,...,k-1};
solucion [TAM] & tomar valores aleatorios € colores ;
incAntes & obtenerlncompatibilidades (arreglo, solucién, umbral);
temperatura & incAntes | TAM;
Seleccionamos un color aleatoriamente e y lo eliminamos de colores;
MIENTRAS no se elimine un color && contadorCiclo < NREP
Se selecciona un valor aleatoriamente del arreglo solucion y se cambia aleatoriamente,
dando prioridad a aquellos elementos de solucion que coincidan con e;
incDespues & obtenerincompatibilidades (arreglo, solucion, umbral);
6 & incDespues — incAntes;
SI&6<0
Acepto la solucidn;
temperatura & incDespues | TAM;
incAntes < incDespues;
FINSI
SINO
Generar aleatoriamente u € U (0,1);
Slu < exp (-6/temperatura)
Acepto la solucién aunque sea peor;
temperatura & incDespues | TAM;
incAntes & incDespues;
FINSI
SINO
No acepto la solucion;
Se deshace el cambio hecho al vector solucion;
FINSINO
FINSINO
Sl Ya no existen elementos en el vector solucion que coincidan con e && incDespues == 0
k & k-1;
iYa elimine un color!
FINSI
contadorCiclo ¢ contadorCiclo + 1;
FINMIENTRAS
REGRESA k;
TERMINAR;

Figura 4.7. Pseudocddigo de la funcién de Recocido Simulado
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4.4.2 Algoritmo glotén

La légica del algoritmo glotéon es sencilla, se considera la variable
numeroCromatico que llevard el conteo del nimero de colores con los que se colorea
el grafo hasta el momento; se comienza con una coloracién numeroCromatico = 1. Por
cada vértice del grafo se verifica que sus vecinos no tengan la misma coloracién, en el
caso que asi sea se incrementa la coloracién del vértice vecino en uno, si al hacer este
incremento se rebasa el valor de numeroCromatico, se incrementa en uno
numeroCromatico ya que se necesita de un color mas pintar el grafo.

FUNCION algoritmoGloton ( IN umbral, OUT numeroCromatico)
COMIENZO
numeroCromatico ¢ 0;
arreglo [TAM] [TAM] < leer instancias de ARCHIVO;
colores [TAM] ;
PARA i < 0 HASTATAM -1
indice & colores [i];
PARAj & i+1 HASTA TAM -1
col & arreglo [i][j];
Sl col > umbral
crom & colores [jl;
S| indice == crom
colores [j] €& crom + 1;
SI crom +1 > numeroCromatico
numeroCromatico & crom +1;
FINSI
FINSI
FINSI
FINPARA
FINPARA
REGRESA numeroCromatico + 1;
TERMINAR

Figura 4.8. Pseudocddigo de la funcién del algoritmo glotén
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4.5 Numero cromatico difuso

Resultado
s

Numero

cromatico

Figura 4.9. Seccién numero cromatico difuso

Las soluciones nitidas parciales (numero cromatico del corte a; ) obtenidas
mediante RS y que representan el nUmero cromdtico difuso son escritas en el archivo
de resultados.

Primero se escribira el valor correspondiente al nimero de vértices “TAM”,
seguido del nimero de cortes “PARTICIONES”, posteriormente se escribird el conjunto
de valores §, recordando que

A

S= {(51, al), ) (Sn, an)}

S es el conjunto difuso no normalizado cuyos elementos son las parejas formadas por
el nimero cromatico del a; - corte G, y a;, con i que toma valores en
{1, ... ,PARTICIONES}.

&l
H00

33 00500
4% 0.10000
46 0.01500
44 0.02000
41 002500
41 0.03000

2 099500

Figura 4.10. Ejemplo real de archivo de resultados
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4.6 Presentacion de Resultados

Después de ejecutar el programa multiples veces se obtuvo siempre un
comportamiento particular que en breve describiremos. Es importante mencionar que
el programa fue escrito en el lenguaje de programacion C y que los resultados se
graficaron de la siguiente forma:

A

Coincidencias de Numero
Cromdtico

>

Numero cromdtico

Siendo que el conjunto de valores de “NUumero cromatico” pertenecen al nimero
cromatico difuso, ésea la solucién difusa “$”; pero son sélo un subconjunto de estos
ya lo que se graficara son las coincidencias de los distintos nimeros cromaticos
obtenidos en cada corte a;.

Por ejemplo si obtuvimos los siguientes resultados (nimero cromatico difuso) se
graficara de la siguiente manera:

3 &
a8
b,7
c,6
a6 .
e5 [
£5
g,5 1
h,4
o -

Asi para un grafo difuso de 60 vértices y 200 cortes (cada corte de la misma
proporcién) estos fueron los resultados obtenidos.
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De primera instancia se observa cdmo crece muy rdpidamente y posteriormente
decrece lentamente, asi como un sesgo positivo (a la derecha). Para observar mejor
este comportamiento se agruparan estos valores en clases, cada una con un intervalo
de 5 (lo que en estadistica descriptiva se llama “histograma”) y esta es la grafica
asociada:

70

Agrupados con esta marca de clase, se observa de una manera mas clara el
comportamiento descrito anteriormente.

Se esperaria una grafica con una distribucién normal, dado que las instancias

generadas tienen este comportamiento, pero al correr el programa multiples veces se
observa este mismo patrdn, que en trabajos posteriores se podria estudiar.
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Extra:
— Compilacion de archivo C:
gcc coloracionDifusa.c -o dif -Im
— Ejecucion

Jdif

Palabras clave:

Optimizacion combinatoria, Grafo, Grafo difuso, Numero Cromdtico, Coloracion difusa,
Recocido Simulado, Busqueda local, Algoritmo evolutivo, Heuristica, Coloracion
minima.
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