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Resumen

En este proyecto terminal se implementa un Algoritmo de Coloracion Difusa basado en la
tesis doctoral de Javier Ramirez (1) mediante el método GRASP que fue introducido por
Feo y Resende (2). El proyecto terminal consta de tres bloques principales: generacién de
instancias aleatorias, implementacién del GRASP y graficacién de los nimeros cromaticos
difusos. La generacion de instancias aleatorias se obtiene con dos distribuciones distintas:
uniforme y triangular. El GRASP se divide en tres fases: construccion, mejora y
actualizacion. La fase de construccion estd dada por un algoritmo glotén, que obtiene una
coloracién valida no 6ptima. En las fases de mejora y actualizacién usamos un algoritmo
de btisqueda local que trata de obtener una coloraciéon valida 6ptima, si la soluciéon
obtenida es mejor a la almacenada, entra en la fase de actualizacién. Finalmente se realiza
un andlisis en la Funcién de densidad empirica para la variable aleatoria del ntimero
cromatico difuso que se puede ver en las gréficas generadas.

Antecedentes

Grafo

Definicién:

Un grafo (3) G consiste en un conjunto V de vértices (o nodos) y un conjunto E de aristas
tales que cada arista e € E esta asociado a un par no ordenado de vértices. Si una arista e
estd asociada a un tnico par de vértices v y w, se escribe e = (v, w) o bien e = (w, v). En este
contexto, (v, w) denota la arista de un grafo no dirigido y no un par ordenado de ntimeros.

Definicién:

SiG=(V,E)esungrafoy V = {v1,..., vy}, se llama matriz de adyacencia (4) del grafo G y se

denota como
Ma(G) = (ej) ; ij € {1,..,n}
Donde ei,j es el nimero de aristas cuyos extremos son {vj, Vj}.

La matriz de adyacencia de un grafo es por lo tanto una matriz cuadrada de orden igual al
numero de vértices, simétrica y de enteros no negativos.
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Coloraciéon Difusa

A partir del concepto de niimero difuso y considerando que una funcién de coloracién
asigna numeros (colores) a los vértices de un grafo, es natural plantearse qué ocurre
cuando el color asignado es un namero difuso, introduciendo asi la coloracién difusa de
un grafo nitido. También se puede plantear qué ocurre cuando la funcién de coloracion es
nitida pero el grafo es difuso; a partir de esta idea se plantea el problema de coloracién
difusa y se introduce el concepto de nimero cromatico difuso.

Una de las formas que se puede representar un conjunto A es usando el concepto de
funcién caracteristica p,(-) cuyo valor uno o cero indica si un elemento pertenece o no al
conjunto A.

Al considerar que la funcién caracteristica puede tomar cualquier valor en el intervalo
[0,1], en 1965 Zadeh (5) introdujo el siguiente concepto de conjunto difuso, que generaliza
al concepto clasico de conjunto:

Definicién:

Dado un grafo G = (V, E) y el conjunto finito de colores {1, 2,..., ¢}, una coloracién difusa es
una aplicacién

CC:V_) (‘LLCC 1 ,...,‘Llcc C )

Es decir, cada color k, k € {1,...c} esta presente en la coloraciéon de un vértice i € V con una
cierta intensidad pec k .

Numero Cromatico

El nmero cromatico (6) de G, denotado por el nimero minimo k, para el cual existe una

k-coloracion que satisface lo siguiente: Para cualesquiera dos vértices v;,0; € V de G, tal que

{vi,vj}GA tenemos que: f v; # f v; .

Numero Cromatico Difuso

Dado un grafo con aristas difusas G = V,u el nimero cromatico difuso de G estara
formado por el conjunto difuso no normalizado cuyos elementos son las parejas formadas

por el nimero cromético del @ — corte G y a; con i que toma valores en {1,..., p}.

No es dificil demostrar que el ntimero cromatico difuso es un conjunto convexo no
normalizado cuyo valor modal esta asociado con el grafo mas restrictivo.
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El problema de coloracién difusa considera un grafo que en lugar de tener una matriz de
adyacencia con aristas bien definidas (0,1), se definen de una forma difusa, la matriz
tendrd ntmeros fraccionarios entre 0 y 1 (por ejemplo 0.1416 6 0.9326); conservando la
misma propiedad de simetria. Gracias a esto, los valores de muchos pardametros, por
ejemplo densidad y nimero cromético, dejan de ser nimeros y se convierten en variables
aleatorias.

Algoritmo GRASP

La palabra GRASP (7) proviene de las siglas Greedy Randomized Adaptive Search Procedures,
que en espafiol podemos traducir como Procedimientos de Busqueda basados en
Funciones Voraces Aleatorizadas que se Adaptan.

A la funcién voraz, también se le conoce como funcién glotona. Esta funcién mide el
beneficio de afiadir cada uno de los elementos segtn la funcién objetivo y elegir la mejor.
Notar que esta media no sabe qué ocurrird en iteraciones sucesivas al realizar una eleccién,
sino tnicamente en esta iteracion.

Se dice que el heuristico glotén se adapta porque en cada iteraciéon se actualizan los
beneficios obtenidos al afiadir el elemento seleccionado a la solucién parcial.

El heuristico es aleatorizado por que no selecciona el mejor candidato segtn la funcion
glotona sino que, con el objeto de diversificar y no repetir soluciones en dos construcciones
diferentes, se construye una lista con los mejores candidatos y entre ellos se toma uno al
azar.

El término y los métodos GRASP fueron desarrollados al final de la década de los 80 por
Feo y Resende (2) con el objetivo inicial de resolver problemas de cubrimientos de
conjuntos. En 1995 fueron introducidas por estos mismos autores como una nueva técnica
metaheuristica! de propésito general.

GRASP es un procedimiento multi-arranque? en donde cada paso consiste en una fase de
construcciéon y una de mejora. En la fase de construccién se aplica un procedimiento
heuristico constructivo para obtener una buena solucion inicial. Esta solucién se mejora en
la segunda fase mediante un algoritmo de busqueda local. La mejor de todas las
soluciones examinadas se guarda como resultado final.

1 Algoritmos metaheuristicos o sencillamente heuristicos. Este término deriva de la palabra griega
heuriskein que significa encontrar o descubrir y se usa en el &mbito de la optimizacién para describir
una clase de algoritmos de resolucién de problemas.

2 También llamados Multi-Start o Re-Start, son procedimientos que basicamente almacenan la
informacién relativa a soluciones ya generadas y la utilizan para la construcciéon de nuevas
soluciones.
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- Justificacion

Nuestro proyecto estd enfocado a la implementacion de un algoritmo GRASP con una

eficiencia equivalente o mejor al algoritmo de recocido simulado que existe actualmente

®).

La relevancia de la implementacién de este algoritmo es que resuelve las aplicaciones del
problema de coloraciéon difusa de grafos dentro de las cuales podemos encontrar (2):

= Problemas de planificacion de tiempo y recursos, entre ellos, el problema de
horarios de cursos de diferente duracién, programacién de exdmenes, problema de
coloracién de aristas para modelos de planificacion, y coloracion de intervalos de
grafos ponderados.

e Problemas de coloracién minima, por ejemplo, el problema de empaquetamiento o
la versiéon del problema del agente viajero, determinacién de conglomerados, y
coloracién de un mapa geogréfico.

La originalidad del proyecto es que no se ha implementado un algoritmo para resolver el
problema de Coloraciéon Difusa, usando el método GRASP, y sélo ha quedado en
investigacion tedrica.

Se necesitan conocimientos de programacién, almacenamiento y recuperaciéon de la
informacién, estructuras de datos, disefio y andlisis de algoritmos, probabilidad y
estadistica e inteligencia artificial, que forman parte del plan de estudios de la carrera de
Ingenieria en Computacién, por lo tanto, se necesita de un Ingeniero en Computacion para
realizarlo.

Este proyecto tiene a futuro, la posibilidad de servir como base para la implementacién del
algoritmo en otros lenguajes de alto nivel, o bien, implementarse para calendarizar mejor
las UEA's dentro de nuestra universidad.

Problema de coloracion difusa usando GRASP

Metodologia

Para implementar el algoritmo de coloracién difusa nos basamos en dividir el problema en
tres bloques principales (ver Ilustraciéon 1), los cuales se interrelacionan y se explican a
continuacién con mas detalle dentro de cada médulo correspondiente.
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Ilustracién 1. Diagrama de bloques del algoritmo

Generacion de instancias aleatorias

Este médulo consiste en generar las entradas del algoritmo GRASP, las cuales son archivos
que contienen una matriz de adyacencia con las siguientes caracteristicas:

* Cuadrada (n x n), de orden igual al nimero de vértices (n).

* Simétrica, ya que cada entrada ajj es igual a aj; y representa un vértice de un grafo
no dirigido.

e La diagonal principal tiene costo cero, ya que no existe una arista al mismo vértice
(no existen lazos o loops).

e El costo de las aristas estd dado por ntmeros positivos entre [0,1) con cuatro
decimales de precision.

Utilizamos dos tipos de distribuciones para crear instancias y ver cudl es el
comportamiento del algoritmo — la distribucién uniforme y la distribucién triangular.
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Distribucion uniforme
Usamos esta distribucion ya que se caracteriza por el hecho de que todos los resultados
posibles entre un cierto minimo y maximo son igualmente probables (ver Ilustracion 2).

Fix)

!H
i
I

& b X
[lustracion 2. Distribuciéon uniforme
Para generar los nameros aleatorios con distribucién uniforme, usamos una funcién

llamada rnd, que proviene del inglés random (aleatorio); y depende del lenguaje de
programacion su implementacion ya que estd soportada en la mayoria.

Vérticee. 5
.Ftlcr;-g; 20

instanciaa: 10

Ilustracién 3. Secuencia de generacion de instancias
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Algoritmo 1. Pseudocédigo para el algoritmo de instancias aleatorias
Con distribucién normal

1: vertices « numero de vértices

2: nombreArchivo <« nombre del archivo para escritura
3. numlnstancias «— nimero de instancias a crear

4: PARA TODO ntmero de instancias HACER

5: Abrir "nombre de archivo + nimero de instancia" para escritura

6: Memoria dindmica para mat(vertices,vertices)
7: PARA TODO numero de vértices i HACER
8: Elementos de la matriz en la diagonal principal mat(i,i) « cero
9: PARA namero de vértices delante de la diagonal principal j HACER
10: /* célculo aleatorio con distribucién normal */
11: mat(i,j) < rnd
12: Reflejar el célculo aleatorio en la posicién simétrica mat(j,i)
13: FIN PARA
14: FIN PARA
15: Escribir en archivo de salida namero de vértices
16: PARA TODO nuamero de vértices i HACER
17: PARA TODO numero de vértices j HACER
18: Escribir en archivo de salida mat(i,j)
19: FIN PARA
20: FIN PARA
21: Cerrar archivo de salida
22: FIN PARA

23: TERMINAR

Es importante decir que el algoritmo nos pregunta cudntos vértices tendra cada instancia,
y cuantas instancias se desean crear. En nuestro caso creamos 10 instancias para cada
matriz de 20, 30,40,..., 150 vértices, teniendo en total 130 instancias con distribucion
uniforme (ver Ilustraciéon 3).
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Distribucion triangular

Usamos esta distribucién porque se usa cominmente como una aproximacioén de otras
distribuciones dado que depende de tres pardmetros simples (el minimo, el maximo, y el
valor més probable). Puede tomar una variedad de formas, y es muy flexible para hacer
modelos de una amplia variedad de supuestos (ver Ilustracién 4). Otra caracteristica que
tiene es que es cerrada, eliminando la posibilidad de valores extremos que quizas podrian
ocurrir en la realidad (9).

£ o
£(x) [Simétrica)

| | |

= o 2 X
flx)

(Besgo positiwva)
|

I | |

a c b X
fix)

[Sesgo negativa)

q—l—

Ilustracién 4. Distribucién Triangular

Dependiendo del lenguaje, es como se implementa la instruccién para obtener niameros
aleatorios, pero en nuestro caso, usamos una funcion 0.5*(rnd+rnd) para generar las
instancias con distribucién triangular.
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Algoritmo 2. Pseudocédigo para el algoritmo de instancias aleatorias
Con distribucién triangular

1: vertices < namero de vértices

2: nombreArchivo < nombre del archivo para escritura
3. numlnstancias < namero de instancias a crear

4: PARA TODO ntumero de instancias HACER

5: Abrir "nombre de archivo + nimero de instancia" para escritura

6: Memoria dindmica para mat(vertices,vertices)
7: PARA TODO numero de vertices i HACER
8: Elementos de la matriz en la diagonal principal mat(i,i) < cero
9: PARA ntimero de vértices delante de la diagonal principal j HACER
10: /* calculo aleatorio con distribucién triangular */
11: mat(i,j) < 0.5* (rnd + rnd)
12: Reflejar el calculo aleatorio en la posicion simétrica mat(j,i)
13: FIN PARA
14: FIN PARA
15: Escribir en archivo de salida nimero de vértices
16: PARA TODO ntimero de vertices i HACER
17: PARA TODO ntmero de vertices j HACER
18: Escribir en archivo de salida mat(i,)
19: FIN PARA
20: FIN PARA
21: Cerrar archivo de salida
22: FIN PARA
23: TERMINAR
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Desarrollo del GRASP

Como hemos dicho, en este proyecto terminal implementamos el algoritmo GRASP para
resolver el problema de coloraciéon difusa. Dentro de un programa principal, tenemos un
ciclo que aplica el algoritmo a cada instancia; se abre un archivo para lectura que contiene
la matriz que se carga a memoria y se lleva el registro del tiempo de ejecucién en un
archivo para escritura.

Algoritmo 3. Pseudocédigo para el algoritmo de implementacién del GRASP
Ment principal

1: nombreArchivo < nombre del archivo para lectura
2: numlinstancias < ntimero de instancias a leer
3: PARA TODO nuimero de instancias HACER

4: Abrir "nombre de archivo + ntimero de instancia" para lectura
5: Abrir "archivoTiempo + nombre de archivo" para agregar en escritura
6: vertices « numero de vértices leido del archivo de lectura
7 Memoria dindmica para matUm (vertices,vertices)
8: PARA TODO ntimero de vértices i HACER
9: PARA TODO ntmero de vértices j HACER
10: matUm(i,j) < leer de archivo de lectura valores de matriz
11: FIN PARA
12: FIN PARA
13: Cerrar archivo de lectura
14: tempo « registro de tiempo antes de la subrutina
15: Llamar a la subrutina GRASP
16: Agregar en el archivo de escritura, tempo - tiempo después de la subrutina
17: Cerrar archivo de agregar en escritura
18: FIN PARA

19: TERMINAR
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La subrutina GRASP de manera general se aprecia en la Ilustracién 5, y mas adelante se
explica detalladamente cada fase.

Mientras (Condicion de parada)
Fase Constructiva
Seleccionar una lista de elementos candidatos.
Considerar una Lista Restringida de los mejores Candidatos
Seleccionar un elemento aleatoriamente de la Lista Restringida
Fase de Mejora
Realizar un proceso de biisqueda local a partir de la solucion
Construida hasta que no se pueda mejorar mds
Actualizacién
Si la solucion obtenida mejora a la mejor almacenada, actualizarla.

[lustracién 5. Algoritmo GRASP

La subrutina tiene como objetivo recorrer un ntimero de particiones sobre una matriz,
llamados umbrales, en la que creard en memoria una matriz temporal de adyacencia, a la
cual se le aplicard la fase constructiva y las fases de mejora y actualizacion. Como
resultado nos da los niimeros cromaéticos difusos para cada umbral, guarddandolos en un
archivo para que mas adelante se obtenga graficamente la funcién de densidad.

Mientras mas grande es el numero de umbrales, mayor suavidad se tendra en la grafica de
la funcién de densidad. En la subrutina del GRASP (Algoritmo 4) se muestra que tenemos
un total de 1,000 umbrales, empezando desde 0.001 hasta 0.999.

El nimero de umbrales puede crecer hasta 10,000, debido a que manejamos una precision
de 4 decimales en los valores de la matriz, pero esto conlleva a tener un mayor tiempo de
procesamiento, lo cual no es necesario ya que tenemos una buena aproximacién con 1,000
umbrales. Si por el contrario disminuimos el nimero de umbrales a menos 100, tenemos
una disminucién de puntos los cuales no definen bien la funcién de densidad, es decir, no
se aprecia la funcién de densidad bien definida.
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Algoritmo 4. Pseudocédigo para el algoritmo de implementacién del GRASP

Subrutina GRASP

1: Abrir "nombre de archivo + niimero de instancia" para escritura
2: trozos < namero de particiones, en este caso 1000

3: umbral <1 / trozos

4: incr < umbral
5: PARA ntimero de trozos - 1 HACER

6: PARA TODO ntmero de nodos i HACER
7 colores(i) « cero
8: visitados(i) < cero
9: PARA TODO ntimero de vértices j HACER
10: SI matUm(i,j) <=umbral Y matUm(i,j) >0.0 ENTONCES
11: matTemp(i,j) < 1.0
12: SINO
13: matTemp(i,j) < 0.0
14: FIN SI
15: FIN PARA
16: FIN PARA
17 Fase Constructiva
18: Fases de Mejora y Actualizacién
19: Escribir en archivo de salida nimero croméatico 6ptimo
20: umbral < umbral + incr
21: FIN PARA
22: Cerrar archivo de escritura
23: TERMINAR

Para construir la matriz de adyacencia, nos basamos en los umbrales, los cuales indican el

limite maximo. Si entra en la matriz de adyacencia toma un valor de 1, si no, el valor que

tendra serd 0. Con la matriz de adyacencia es facil ver cudles son los vecinos de cada

vértice.
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Fase Constructiva

Esta, es la primera fase donde literalmente se construye iterativamente una solucion

posible, considerando un elemento a cada paso. En cada iteracién la eleccion del préoximo

elemento para ser afadido a la soluciéon parcial viene determinada por una funcién

glotona. Esta funcién mide el beneficio de afiadir cada uno de los elementos segin la

funcién objetivo y elegir la mejor. Esta medida no tiene en cuenta qué ocurrird en

iteraciones sucesivas al realizar una eleccién, sino tiinicamente en esta iteracion.

Algoritmo 5. Pseudocddigo para el algoritmo de implementacién del GRASP

Glotéon

1: PARA TODO ntimero de vértices i HACER

2: posicién k « vértice aleatorio
3 MIENTRAS visitados(k) =1 HACER
4: posicién k « vértice aleatorio
5: FIN MIENTRAS
6: visitados(k) «— 1
7 xi 1
8: HACER
9: bandera « falso
10: PARA TODO ntimero de vértices j HACER
11: SI matTemp(k,j) =1.0 Y colores(j) = xi ENTONCES
12: bandera « verdadero
13: FIN SI
14: FIN PARA
15: SI bandera = verdadero ENTONCES
16: xi —xi +1
17: FIN SI
18: MIENTRAS bandera =1
19: colores (k) «— xi
20: FIN PARA

21: maximo « colores(1)
22: PARA TODO namero de vértices i HACER

23: SI maximo < colores(i) ENTONCES
24: maximo <« colores(i)

25: FIN SI

26: nuevaCol(i) < colores(i)

27: FIN PARA

28: numCrom «— maximo
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Fases de Mejora y Actualizacién

En ésta segunda fase se suele emplear un procedimiento de intercambio simple, con el
objeto de no emplear mucho tiempo en esta mejora. Nétese que GRASP se basa en realizar
multiples iteraciones y quedarse con la mejor, por lo que no es especialmente ttil para el
método el detenerse demasiado en mejorar una solucion dada. Para esto debemos tener un
criterio de parada con un nimero de intentos.

En la dltima fase, s6lo resta decir que si la solucién obtenida mejora a la mejor
almacenada, se actualiza y listo; si no la mejora, se desechan los cambios y continta.
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Algoritmo 6. Pseudocédigo para el algoritmo de implementacion del GRASP
Busqueda local

1: HACER
2: bandera — falso
3 nuevoNumCrom «— numCrom -1
4: SI nuevoNumCrom >0 ENTONCES
5: PARA TODO ntimero de vértices i HACER
6: SI nuevaCol(i) = numCrom ENTONCES
7 nuevaCol(i) < nuevoNumCrom aleatorio
8: FIN SI
9: FIN PARA
10: PARA TODO ntmero de vértices i HACER
11: nuevaCol2 (i) « nuevaCol(i)
12: FIN PARA
13: numlnc « Calcular nimero de incompatibilidades en general
14: numlIntentos «— 10 * vertices * numCrom
15: PARA TODO numero de intentos w HACER
16: col_pru « nuevoNumCrom aleatorio
17: ver_pru « vértice aleatorio
18: nuevaCol2 (ver_pru) « col_pru
19: numlnc2 « Calcular ndmero de incompatibilidades local
20: SI numiInc >= numlnc2 ENTONCES
21: nuevaCol(ver_pru) « col_pru
22: numlnc < numlnc2
23: SINO
24: nuevaCol2(ver_pru) « nuevaCol(ver_pru)
25: FIN SI
26: SI numinc =0 ENTONCES
27: PARA TODO numero de vértices i HACER
28: colores(i) < nuevaCol(i)
29: FIN PARA
30: numCrom «— nuevoNumCrom
31: bandera — verdadero
32 TERMINAR PARA
33: FIN SI
34: FIN PARA
35: FIN SI

36: MIENTRAS bandera =1
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Funcién de incompatibilidades

Dentro de la btusqueda local, tenemos la matriz de adyacencia y un arreglo de vértices,
cada vértice tiene un nimero asignado (un color). Esta funciéon tiene como objetivo llevar
un conteo del namero de incompatibilidades de manera general, que tiene un vértice con

sus vértices adyacentes al tratar de disminuir el nimero cromatico difuso.

Algoritmo 7. Pseudocédigo para el algoritmo del célculo de incompatibilidades
Generales

1: inc « cero

2: PARA TODO ntimero de vértices i HACER

3 PARA ntmero de vértices delante de la diagonal principal j HACER
4 SI matTemp(i,j) =1.0 Y nuevaCol(i) = nuevaCol(j) ENTONCES
5: inc «inc+1

6 FIN SI

7 FIN PARA

8: FIN PARA

9: Regresar nimero de incompatibilidades inc

10: TERMINAR

Dentro del procedimiento de intercambio simple, esta funcién tiene como objetivo llevar
un conteo del ndmero de incompatibilidades que tiene un vértice con sus vértices
adyacentes al tratar de mejorar la coloracion, esta funcion se hace de manera local con
respecto al vértice que se le estd cambiando el color.

Algoritmo 8. Pseudocddigo para el algoritmo del calculo de incompatibilidades
Locales

1: inc « cero

2: PARA TODO ntimero de vértices i HACER

3 PARA ntmero de vértices delante de la diagonal principal j HACER

4 SI matTemp(i,j) =1.0 Y nuevaCol2(i) = nuevaCol2(j) ENTONCES
5: inc «inc+1

6 FIN SI

7 FIN PARA

8: FIN PARA

9: Regresar nimero de incompatibilidades inc

10: TERMINAR

En la fase de actualizacion, si el nimero de incompatibilidades locales es menor que las
generales, se actualiza y se acepta el cambio; si no la mejora, se desechan los cambios y
continta buscando mejorar la coloracién para el siguiente umbral.

UAM Azcapotzalco | Trimestre 10-O



Distribucion estadistica del nuamero cromatico
difuso del grafo 20_0

Mostraremos el funcionamiento general de la implementacién del algoritmo de coloracién
difusa mediante el método GRASP para una instancia de 20 vértices. En la Tabla Al se
muestran los valores que se obtienen al generar una instancia de 20 vértices con una
distribucién uniforme (Algoritmo 1). Nétese que se cumple con las caracteristicas antes

mencionadas: es cuadrada, simétrica y con la diagonal principal en ceros.

A continuacién se muestra que el control principal de la implementacién (Algoritmo 3)
toma la matriz de la Tabla A1, y construye la matriz de adyacencia para cada umbral. En la
Tabla 1, se muestra la matriz de adyacencia para el umbral 0.1.

vértice

12 3 4 5 6 7 8 91011121314 1516 17 18 19 20
1 1
2 1 11 1 11 1
3 1 1 1
4 1 1 1 1
5 1
6
7 1 1
8| 1 1 1 1
9 1 1 1 1

vértice
o
[y
[N
[y

RN
N
Ay

N
N
=
=

N
W
[EnY
[EnY

-
N
=
=

N
)]
[Eny

—_
)

-
~
=
=

N
o)
[N
=
=

-
[<e]
=
=

N
o
=
=

Tabla 1. Matriz de adyacencia para el umbral 0.1
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La subrutina GRASP (Algoritmo 4) entra en la fase de construccién que esta dada por el
algoritmo glotén (Algoritmo 5) que nos regresa como resultado una coloracién valida

X=3

22322111331211211211 (coloraciéon vélida)

Donde nos indica que la grafica se puede colorear con 3 colores, y ademas nos da la lista

de los colores que toma cada vértice. Para apreciarlo visualmente (ver Ilustracion 6) y con

fines practicos le asignamos un color a cada ntimero (Tabla 2) que sale del algoritmo

gloton.

Numero

Color

1

Amarillo

Rojo

Azul

Verde

Morado

Rosa

Njo|jun|[~|jw( N

Café

Tabla 2. Convencién de colores
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Ilustracién 6. Coloracién del glotén para el umbral 0.1

Entramos en la fase de mejora, para tratar de bajar el nimero cromatico difuso a 2. Lo
primero que hace el algoritmo de btisqueda local (Algoritmo 6) es cambiar los vértices que
tienen el color azul, por un color aleatorio (ver Ilustraciéon 7), al hacer dichos cambios
surgen incompatibilidades que son calculadas por el algoritmo que calcula Ilas
incompatibilidades generales (Algoritmo 7), las cuales se muestran a continuacién:

Xn= 2
22122111221211211211 (coloracién propuesta)

Incompatibilidad vértice-vértice
2->9

2->10

3->19

9-> 18
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Ilustracién 7. Coloraciéon del GRASP con incompatibilidades para el umbral 0.1

El algoritmo entra en un ciclo con cierto ntimero de intentos para lograr que el niimero de
incompatibilidades generales sea cero, esto es, que se mejore la coloraciéon. Después de
varios intentos, no se pudo mejorar dicha coloracién, se rechazan los cambios y nos
quedamos con la coloracién anterior (ver Ilustracion 6).

Se puede apreciar en la Ilustracion 7 que la gréafica se colorea con al menos 3 colores
porque presenta triangulos, ejemplo: 2-3-19 y 7-9-18.

UAM Azcapotzalco | Trimestre 10-O



Para el umbral 0.2, 1a fase constructiva genera la siguiente matriz de adyacencia (Tabla 3).

vértice
12 3 4 5 6 7 8 91011121314 1516 17 18 19 20
1 1 1 1
2 1 1 1 1| 1 1] 1
3 1 1 1 1 1
4 1 1 1 1 1
5 1 1 1 1 1
6 1
7 1 1 1| 1 1
8l 1 1 1 1| 1
8 o9 1| 1 1 1 1 1
E) 10 1 1| 1 1 1| 1 1

N
-—
=
=

N
N
=
=

N
W
=
=
[N
=
[N

-
N
=
=
=

=
[$)]
[N
[
[N

N
2]
=
=
=
=

N
~
=
=
=
=
=

N
o)
[N
=
=
=
=

-
©
=
=
=
=
=
=

N
o
=
=

Tabla 3. Matriz de adyacencia para el umbral 0.2

La subrutina GRASP (Algoritmo 4) entra en la fase de construcciéon mediante un glotéon
(Algoritmo 5), que nos regresa como resultado una coloracién valida

X=5

1312431442123122135 1 (coloracién valida)

Donde nos indica que la gréfica se puede colorear con 5 colores (ver Ilustracién 8).
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Ilustracién 8. Coloracién del glotén para el umbral 0.2

Entramos en la fase de mejora, para tratar de bajar el nimero cromaético difuso a 4 colores,
mediante el algoritmo de busqueda local (Algoritmo 6). Lo primero que se hace es cambiar
el vértice 14 que tienen color morado, por un color aleatorio (ver Ilustracién 9), al hacer
dichos cambios surgen incompatibilidades que son calculadas por el Algoritmo 7
(incompatibilidades generales), las cuales se muestran a continuacién

Xn= 4
13124314421231221311 (coloraciéon propuesta)
Incompatibilidad vértice-vértice

3->19
17 -> 19
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Iustracién 9. Coloracién del GRASP con incompatibilidades en la fase de mejora para el
umbral 0.2

El algoritmo entra en un ciclo para lograr que se mejore la coloraciéon. Después de varios
intentos, se logra mejorarla, y actualiza el nimero cromatico difuso asi como la coloracién
(ver Iustracion 10).

X=4

13124414424231231 221 (nuevacoloracion)
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ustracién 10. Coloracién del GRASP en la fase de actualizacion para el umbral 0.2

Debemos observar que en la bisqueda local (Algoritmo 6), se elige un vértice al azar y se
le asigna un color vélido de forma aleatoria. Si el nimero de incompatibilidades locales es
menor o igual que las incompatibilidades generales se acepta el cambio, de lo contrario se
rechaza.

Nuevamente entra en la fase de mejora, pero ahora queremos disminuir el ndmero
cromatico difuso a 3 colores. Se cambian los vértices verdes por colores aleatorios (ver
Ilustracién 11).

Xn= 3

13122113321231231221 (coloraciéon propuesta)
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Iustracién 11. Coloracién del GRASP con incompatibilidades en la fase de mejora para el
umbral 0.2

Al hacer los cambios surgen incompatibilidades que son calculadas por el Algoritmo 7
(incompatibilidades generales), las cuales se muestran a continuacién

Incompatibilidad vértice-vértice
2->9

5->10

5->19

6->7

Después de varios intentos, no se pudo mejorar dicha coloracion, se rechazan los cambios
y nos quedamos con la coloracién anterior vélida (ver Ilustracién 10).
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Finalmente mostraremos las coloraciones generadas para el umbral 0.3; en la fase
constructiva se genera la siguiente matriz de adyacencia (Tabla 4).

vértice
12 3 45 6 7 8 91011121314 1516 17 18 19 20
1 1 1 1 1 1
2| 1 1| 1| 1 1 1| 1 1| 1| 1
3 1 1 1| 1 1
4 1| 1 1 1 1 1
5[ 1| 1 1 1 1 1 1
6 1 1 1 1 1 1
7 1 1 1 1| 1 1
8l 1 1| 1 1 1| 1
8 o9 1| 1 1 1 1 1
£
‘g 10 1 1| 1 1 1| 1| 1 1| 1
11 1| 1| 1| 1| 12 1
12 1 1 1
13 1| 1| 1 1| 1 1
14 1 1| 1| 1 1 1 1
15| 1 1 1| 1| 1| 1| 12
16 1 1 1 1| 1
17 1| 1| 1| 1 1 1 1
18 1 1| 1| 1| 1 1 1
19| 1| 1| 1 1| 1 1 1| 1
20 1 1 1

Tabla 4. Matriz de adyacencia para el umbral 0.3

La subrutina GRASP (Algoritmo 4) entra en la fase de construccion mediante un gloton
(Algoritmo 5), que nos regresa como resultado una coloracién valida

X=7
1413641425417122233 2 (coloracion valida)

Donde nos indica que la grafica se puede colorear con 7 colores (ver Ilustraciéon 12).
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ustracién 12. Coloracién del gloton para el umbral 0.3

En la fase de mejora, se quiere bajar el nimero cromético difuso a 6 colores, mediante el
algoritmo de busqueda local (Algoritmo 6). Lo primero que se hace es cambiar el vértice 13
por un color aleatorio (ver Ilustraciéon 13), después se calculan las compatibilidades
generales (Algoritmo 7), las cuales se ven a continuacién

Xn= 6
1413641425413122233 2(coloracion propuesta)

Incompatibilidad vértice-vértice
4->13

UAM Azcapotzalco | Trimestre 10-O



Ilustracién 13. Coloracién del GRASP con incompatibilidades en la fase de mejora para el
umbral 0.3

El algoritmo entra en un ciclo para lograr que se mejore la coloracion. Después de varios
intentos, el algoritmo logra mejorarla, y actualiza el nimero cromatico difuso y la
coloracion (ver Ilustracion 14) a

X=6

1416646425463122233 2 (nueva coloracién)
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Ilustracién 14. Coloraciéon del GRASP en la fase de actualizacién para el umbral 0.3

Ahora entra en la fase de mejora, pero se quiere disminuir el nimero cromatico difuso a 5.
Se cambian los vértices rosas por colores aleatorios (ver Ilustracion 15) y observamos las
compatibilidades generales que estas ocasionan

Xn= 5
141224542545312223 3 2(coloraciéon propuesta)

Incompatibilidad vértice-vértice
4->17
4-> 20
5->17
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Ilustracién 15. Coloracién del GRASP con incompatibilidades en la fase de mejora para el
umbral 0.3

El algoritmo entra en la fase de mejora. Después de varios intentos, el algoritmo logra
mejorarla, y actualiza el nimero cromatico difuso y la coloracion (ver Ilustracién 14) a

X=5

145224542541312213 3 3 (nueva coloracion)
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Ilustracién 16. Coloraciéon del GRASP en la fase de actualizacién para el umbral 0.3

Una vez més entra en la fase de mejora, y queremos disminuir el nimero cromatico difuso
a 4. Se cambian los vértices morados por colores aleatorios (ver Ilustraciéon 17) y
observamos las compatibilidades generales que existen en el grafo.

Xn= 4
142224142441312213 3 3(coloraciéon propuesta)

Incompatibilidad vértice-vértice
2->10

3->4

3->9

3->16

6->10
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Ilustracién 17. Coloracién del GRASP con incompatibilidades en la fase de mejora para el
umbral 0.3

Después de varios intentos, no se pudo mejorar dicha coloracion, se rechazan los cambios
y nos quedamos con la coloracién anterior vélida (ver Ilustracién 16).
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Resultados

Estos son los primeros resultados obtenidos de la ejecucién de un algoritmo GRASP para

el problema de Coloracién Difusa. Para instancias grandes de 150 vértices, se tienen

tiempos del orden de 2 horas 41 minutos, que son comparables con problemas similares

(Problema de Coloracién Robusta) donde se obtiene un solo valor y una funcién de

distribucién.

Cabe sefalar que los tiempos obtenidos, son de la ejecucién del algoritmo en una maquina
con un procesador Intel® Core™ i5-650 (4M Cache, 3.20 GHz) y con 3GB en RAM.

Numero cromatico difuso Tiempo (s) .
Vértices Percentil . Percentil . Desviacién Memoria
Media Promedio ] (KB)
0.05 0.95 estandar

20 2 6.85 15 2.3814 0.2473 364
30 3 8.95 20 11.1496 0.4328 372
40 3 10.92 25 35.2793 0.7810 380
50 3 12.57 29 86.8272 0.9660 412
60 3 14.39 33 186.4465 1.7868 428
70 4 16.05 38 352.9486 10.8030 448
80 4 17.75 42 628.1758 16.8849 472
90 4 19.29 45 1036.9365 13.4298 500
100 4 21.01 50 1644.0961 31.6674 528
110 4 22.46 54 2482.9764 45.5122 564
120 5 23.99 57 3635.5795 86.4323 600
130 5 25.55 61 5129.9156 62.9010 640
140 5 27.03 65 7059.9658 117.9130 680
150 5 28.62 69 9690.6214 126.4832 728

Tabla 5. Resumen de resultados de la distribucién uniforme
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Ilustracién 18. Distribucién estadistica del niimero cromatico difuso del grafo de 150
vértices con distribucién uniforme

Cabe notar que en la gréficas de distribucion estadistica (Ilustracién 18 e Ilustracion 19), se
tiene un sesgo positivo, que puede ser atribuido quizas a que el algoritmo es aproximado.

Numero cromatico difuso Tiempo (s) .
Vértices Percentil . Percentil . Desviacion Memoria

0.05 Media 0.95 Promedio estandar (KB)

20 1 7.67 19 2.6344 0.2351 364
30 2 10.40 29 11.7767 0.3944 372
40 2 12.57 36 36.2827 0.9628 380
50 2 15.30 45 92.8662 1.8307 412
60 2 17.43 53 196.5306 3.6612 428
70 2 19.55 61 371.3452 6.3035 448
80 2 21.71 68 661.5864 14.2800 472
90 2 23.97 76 1109.8098 11.8341 500
100 2 25.87 84 1718.3147 23.9905 528
110 2 27.87 89 2615.3200 27.0704 564
120 2 30.12 97 3832.0777 58.1001 600
130 2 31.76 101 5410.2248 85.9405 640
140 3 33.85 111 7637.9423 136.2211 680
150 3 33.39 116 10333.5480 174.2515 728

Tabla 6. Resumen de resultados de la distribucién triangular
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Iustracién 19. Distribucién estadistica del nimero cromaético difuso del grafo de 150
vértices con distribucién triangular

Podemos observar también, en las Tablas 5 y 6, que a medida que el problema crece, el
percentil superior (0.95) disminuye respecto al namero de vértices en ambos casos, lo que
nos muestra que las instancias grandes a medida que aumenta el nimero de usuarios, se
requieren menos recursos para atender a la mayoria de los usuarios, lo mismo se puede
decir para el caso promedio.

Notemos que el uso de memoria del algoritmo es pequefio (ver Ilustracion 20), ya que
utiliza menos de 1 MB. Con 150 vértices utiliza 728 KB, y esto es debido a que s6lo necesita
crear en memoria lo suficiente para la matriz temporal y un arreglo para la coloracion;
memoria que es reutilizada para cada umbral.
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Memoria

800
700
600
500
400
300
200
100

20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150
Vértices

[lustracion 20. Memoria utilizada
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Conclusiones

Las matrices simétricas, que usamos tienen distribuciones uniforme y triangular; se llegé a
la conclusién de que, dichas distribuciones afectan directamente en las conexiones de
pertenencia al umbral en las matrices de adyacencia, por lo tanto las coloraciones
generadas son distintas y al graficar la funcién de densidad se notan muy diferentes.
Dichas gréficas se pueden consultar en el Apéndice B.

En el futuro, se pueden introducir otras distribuciones para ver el tipo de funcién de
densidad resultante, ya que atin no se han realizado trabajos sobre esto.

Se puede concluir que nuestra implementacién arroja buenos resultados en tiempo y
memoria utilizada, para el nimero de vértices que trabajamos. Si se tiene un ntmero
mayor de vértices para resolver algtn problema complejo, se tendra que usar un servidor
para que soporte la cantidad de procesamiento, porque en una maquina normal se tardaria
mucho.

El realizar muchas iteraciones para cada umbral, es una forma de realizar un muestreo del
espacio de soluciones, y puede resultar atractivo pedir que realice muchas, aunque esto
aumenta la cantidad de trabajo para el procesador. Basandonos en las observaciones
empiricas, se ve que la distribucién de la muestra generalmente tiene un valor en
promedio inferior al obtenido por un procedimiento determinista, sin embargo, la mejor
de las soluciones encontradas supera a la del procedimiento determinista con una alta
probabilidad.

Concluimos que la implementacion GRASP generalmente es robusta, en el sentido de que
es dificil encontrar ejemplos en donde el método funcione erréneamente, dado que tiene
limites bien definidos, como el nimero de intentos para mejorar una coloracién.

Algunas de nuestras sugerencias para optimizar el procedimiento son:

¢ Se puede incrementar el nimero de umbrales para suavizar la gréfica, si se
desarrolla el método utilizando programacion con hilos y asi aprovechar el tiempo
en procesamiento paralelo de un servidor con varios procesadores.

* Se puede mejorar la fase de construccion, si el glotén en vez de generar una
solucién, dé por lo menos 5 soluciones diferentes, y seleccione de todas ellas la que
utilice menos colores, para que al pasarla a la fase de mejora, intente disminuir el
nimero cromético difuso atin més.
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Apéndice A. Matriz de una instancia de 20 vértices
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Apéndice B. Graficas de la Funcion de Densidad
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ustracién B1. Distribucién estadistica del nimero cromatico difuso de un grafo con 20

vértices y distribucién uniforme
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Iustracién B2. Distribucién estadistica del nimero cromatico difuso de un grafo con 20

vértices y distribucion triangular
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Iustraciéon B3. Distribuciéon estadistica del namero cromatico difuso de un grafo con 30

vértices y distribucién uniforme
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Ilustracién B4. Distribucion estadistica del nimero cromatico difuso de un grafo con 30

vértices y distribucion triangular
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Iustracién B5. Distribucion estadistica del namero cromatico difuso de un grafo con 40

vértices y distribucién uniforme
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Ilustracién B6. Distribucion estadistica del nimero cromatico difuso de un grafo con 40

vértices y distribucion triangular
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Ilustraciéon B7. Distribucién estadistica del namero cromatico difuso de un grafo con 50

vértices y distribucién uniforme
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Iustracién B8. Distribucion estadistica del nimero cromatico difuso de un grafo con 50

vértices y distribucion triangular
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Iustracién BI. Distribuciéon estadistica del nimero cromatico difuso de un grafo con 60
vértices y distribucién uniforme
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Iustracién B10. Distribuciéon estadistica del nimero cromatico difuso de un grafo con 60
vértices y distribucion triangular
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Ilustracién B11. Distribucién estadistica del nimero cromatico difuso de un grafo con 70
vértices y distribucién uniforme
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Ilustracién B12. Distribucién estadistica del nimero cromatico difuso de un grafo con 70
vértices y distribucion triangular
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lustraciéon B13. Distribucién estadistica del nimero cromatico difuso de un grafo con 80

vértices y distribucién uniforme
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Ilustracién B14. Distribucién estadistica del nimero cromatico difuso de un grafo con 80

vértices y distribucion triangular
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Distribucién estadistica del nimero cromatico difuso de un grafo con 90

vértices y distribucién uniforme
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[lustracién B16. Distribuciéon estadistica del nimero cromatico difuso de un grafo con 90

vértices y distribucion triangular
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Ilustraciéon B17. Distribucién estadistica del nimero cromatico difuso de un grafo con 100

vértices y distribucién uniforme
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Ilustracién B18. Distribucién estadistica del nimero cromatico difuso de un grafo con 100

vértices y distribucion triangular
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Ilustracién B19. Distribucién estadistica del nimero cromatico difuso de un grafo con 110

vértices y distribucién uniforme
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Iustracién B20. Distribucién estadistica del nimero cromatico difuso de un grafo con 110

vértices y distribucion triangular
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Ilustracién B21. Distribucién estadistica del nimero cromatico difuso de un grafo con 120

vértices y distribucién uniforme
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Ilustracién B22. Distribucién estadistica del nimero cromatico difuso de un grafo con 120

vértices y distribucion triangular
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Ilustraciéon B23. Distribucién estadistica del nimero cromatico difuso de un grafo con 130

vértices y distribucién uniforme
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Ilustracién B24. Distribucién estadistica del nimero cromatico difuso de un grafo con 130

vértices y distribucion triangular
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Ilustraciéon B25. Distribucién estadistica del nimero cromatico difuso de un grafo con 140

vértices y distribucién uniforme
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Ilustracién B26. Distribucién estadistica del nimero cromatico difuso de un grafo con 140

vértices y distribucion triangular
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Ilustraciéon B27. Distribucién estadistica del nimero cromatico difuso de un grafo con 150

vértices y distribucién uniforme
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Ilustracién B28. Distribucién estadistica del nimero cromatico difuso de un grafo con 150

vértices y distribucion triangular
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