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Resumen

Se presenta una implementación del algoritmo AKS en Python, sustituyendo la aritmética de
polinomios por arimética modular para el cálculo eficiente de potencias modular así como el
cálculo del máximo común divisor de dos números. Se realiza una lista de cincuenta números,
primos y compuestos, de entre 30 y 44 bits, ejecutando el algoritmo con cada uno de ellos para
comprobar que el programa implementado identifica correctamente los números primos de la lista.
Finalmente se hace una comparación de los tiempos de ejecucion con la complejidad del algoritmo.
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Capítulo 1

Introducción

Un número primo p es un entero mayor o igual a 2 que sólo admite a 1 y él mismo como
divisores. Hace más de 2000 años, Euclides de Alejandría probó que existe una infinidad de números
primos [1]. En 1801 Gauss demostró que todo entero mayor que 2 admite una descomposición
como producto de primos que es única salvo el orden [2], hoy en día este hecho se conoce como
el Teorema Fundamental de la Aritmética. En este contexto, los números primos pueden entenderse
como las unidades indivisibles del sistema multiplicativo de los enteros.

Decidir si un entero dado es primo es un problema clásico en las Ciencias de la Computación con
aplicaciones en criptografía y en el cómputo científico [3]. Hasta 2004 no se sabía de una prueba
de primalidad de tiempo polinomial, es decir, no se conocia un algoritmo que determinara si un
entero n es primo o no con un número de operaciones menor que (log n)A, para alguna constante
positiva A. En 2004 Manindra Agrawal, Neeraj Kayal y Nitin Saxena [4] finalmente probaron que
se puede determinar en tiempo polinomial si un entero es primo.

En este proyecto se desea presentar un estudio del algoritmo AKS con las siguientes caracteristicas.

Implementación del algoritmo AKS y su ejecución en al menos cincuenta enteros de entre 30
y 40 bits.

Comparación de los tiempos de ejecución obtenidos teoricamente y mediante el algoritmo
implementado.

1.1. Antecedentes

Proyectos de Integración o Terminales.

Diseño, implementación y comparación de los métodos de encriptación RSA en aritmética

modular y Massey-Omura en curvas elípticas [5].
Presenta un estudio e implementa el algoritmo de encriptación de llave pública RSA en Fp

y el algoritmo de Massey–Omura en curvas elípticas en Fp. El algoritmo AKS también está
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basado en la aritmética de Fp. En particular, en el criptosistema RSA la determinación de
números primos es fundamental para la construcción de la llave privada.

Implementación en software-hardware de aritmética sobre campos finitos binarios F2m en

curvas elípticas para aplicaciones criptográficas de llave pública [6].
Presenta un estudio e implementación de la generación de llaves públicas mediante la
utilización de curvas elípticas. Se menciona la generación de llaves públicas en el algoritmo
RSA, en el que la determinación de números primos es esencial.

Artículos y Software

PRIMES is in P [4].
En este artículo se presenta el algoritmo AKS que es el test de primalidad en tiempo polinomial.
La diferencia con este proyecto, es que el algoritmo no sé implementó.

On distinguishing prime numbers from composite numbers [7].
Se presenta un algoritmo que decide si un número es compuesto o primo en un tiempo casi
polinomial. También se presentan dos versiones del algoritmo, uno determinístico y otro
probabilistico. En este proyecto se estudia e implementa el test de primalidad AKS, el cual es
cudeterminístico en tiempo polinomial.

Probabilistic Algorithm for Testing Primality [8].
Presenta un algoritmo probabilístico para probar la primalidad de números grandes. Este
test es determinístico en cuanto a números compuestos. Al igual que el trabajo de Rabin, el
algoritmo AKS tampoco asume como verdadera la ERH (Hipótesis Extendida de Riemann).
La diferencia es que el test de primalidad AKS es determinístico en cuanto a primalidad y
composición.

Implementation of the AKS algorithm [9].
Se implementa el algoritmo AKS en lenguaje C++, empleando la biblioteca GMP. La diferencia
es que en este proyecto se implementa el algoritmo AKS, sustituyendo la aritmética de
polinomios por aritmética modular, además se diseñan e implementan módulos para calcular
el máximo común divisor de dos números empleando el Algoritmo de Euclides Extendido. Así
mismo se realizará una tabla y una gráfica comparativa de los tiempos estimados respecto al
número de cifras y los obtenidos de la ejecución del algoritmo AKS.

1.2. Justificación

Las propiedades de los números primos han sido un tema de intenso estudio en las Mate-
máticas y de gran impacto en las Ciencias de la Computación. Los números primos son base de
estructuras aritméticas conocidas como campos finitos y curvas elípticas donde se han desarrollado
criptosistemas exitosos tales como RSA, ElGamal y Massey–Omura. En este contexto, determinar
números primos grandes y de características particulares es fundamental ya que juegan un papel
fundamental en la seguridad [10], [3], [11].

La búsqueda de números primos es complicada y por sí misma un tema de estudio. Por ejemplo,
dado un entero n, no se conoce un algoritmo eficiente y explícito que devuelva al n-ésimo número
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primo. Por otra parte, un reto clásico en la materia consiste en “cazar” primos tan grandes como sea
posible, es decir, mostrarlos explícitamente. La EFF -Electronic Frontier Foundation- ofrece premios
por encontrar primos grandes [12], por ejemplo a quién exhiba un primo con un mil millones de
cifras.

El trabajo de Agrawal-Kayal-Saxena[4] respondió una de las preguntas célebres en Ciencias de la
Computación. Algunos de los trabajos más importantes que le anteceden son.

La criba de Eratóstenes creada alrededor de 300 años A.C. [13], determina si el entero N es
primo con una complejidad del orden

√
N y asumiendo que se conocen los primos hasta

[
√

N] + 1.

En 1975 Miller [14] probó que existe un algoritmo polinomial para decidir si un entero es
primo. Sin embargo, su prueba es de tipo condicional ya que asume la veracidad de la llamada
Hipótesis extendida de Riemann.

En 1983 Adleman-Pomerance-Rumely [7] establecieron de manera incondicional que existe
una prueba de primalidad de orden

(log N)C(log log log N),

donde C > 0 es una constante que no depende del parámetro N y N es suficientemente
grande.

En 2004 Agrawal-Kayal-Saxena [4] finalmente presentaron un algoritmo del orden

(log N)15/2(log log N)A,

donde A > 0 es una constante que no depende de N y N > 0 es suficientemente grande.

Lenstra hizo algunas modificaciones al algoritmo AKS, logrando tiempos de ejecución de
orden (log N)9/2. Por otra parte, Agrawal, Kayal y Saxena observan en su artículo [4] que se
puede obtener un algoritmo del orden

(log N)3(log log log N)A,

con A > 0, si se asumen verdaderas ciertas congruencias.
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Capítulo 2

Objetivos

2.1. Objetivo General

Implementar el test de primalidad en tiempo polinomial AKS con el fin de realizar pruebas
con al menos cincuenta números enteros positivos de entre treinta y cuarenta bits y posteriormente
hacer una tabla comparativa de los tiempos estimados y los tiempos obtenidos en la ejecución del
programa.

2.2. Objetivos Específicos

Diseñar e implementar un módulo para la captura y validación de datos, en el cual se
descarten enteros negativos, el cero y potencias perfectas.

Diseñar e implementar un módulo tal que dado un entero n, permita encontrar al mínimo
entero positivo r tal que ordr(n) > log2 n.

Realizar un modulo para implementar el algoritmo extendido de la división y además calcular
el máximo común divisor (k, n), para todos los enteros k ≤ n.

Elaborar una tabla con cincuenta números positivos de entre treinta y cuarenta bits, entre los
cuales se sabrá de antemano quiénes son primos.

Implementar un módulo en Phyton que utilice el algoritmo AKS para ejecutarlo con cada
uno de los números con el fin de elaborar una tabla con los tiempos de ejecución y otra tabla
para verificar si se ejecutó correctamente.

Elaborar una tabla que muestre el orden del algoritmo para cada entero de la lista.

Elaborar una tabla y una gráfica comparativa de los tiempos estimados y los obtenidos en la
ejecución del algoritmo AKS para cada uno de los enteros de la lista.
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Capítulo 3

Marco teórico

3.1. Divisibilidad

Esta sección, así como las secciones 3.2 y 3.3, tienen como objetivo presentar una serie de
definiciones y resultados que conforman la base para construir el algoritmo AKS.

Los teoremas se presentan sin demostraciones, las cuales se pueden consultar en los libros de
Koblitz [3], Buchmann [10] y Vinogradov [15].

Definición 3.1.1. Sean a y b enteros. Se dice que b divide a a si existe un entero q tal que a = bq, y
se denota por b | a. Dado un entero a, un divisor es un entero b ≥ 1 tal que b | a.

Teorema 3.1.1 (Algoritmo de la división de Euclides). Si a, b son enteros y b > 0, entonces existe una
pareja única de enteros, q y r que satisfacen

a = qb+ r tal que 0 ≤ r < b.

Si r = 0, entonces b divide exactamente a a y se denota como b|a. En caso contrario b � a, es
decir b no divide a a, siendo q el cociente y r el residuo de dicha división.

Teorema 3.1.2. Sean a, b y c enteros. Entonces tienen lugar las siguientes propiedades.

Si c | b y b | a, entonces c | a.
Si b | a, entonces cb | ca para todo entero c distinto de cero.

Si c | b y c | a, entonces c | ax + by, para cualesquiera enteros x y y.

Si b | a y a �= 0, entonces |b| ≤ |a|.
Si b | a y a | b, entonces |b| = |a|.

3.1.1. Máximo común divisor

Definición 3.1.2. Se dice que c es divisor común de a y b si c | a y c | b.
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Observe que 1 es común divisor de cualquier par de enteros a y b.

Definición 3.1.3. Sean a, b enteros. El máximo común divisor de a y b se denota por gcd(a, b) y
satisface:

El entero gcd(a, b) es divisor común de a y b; gcd(a, b) | a y gcd(a, b) | b.

Si existe un entero k tal que k | a y k | b, entonces k ≤ gcd(a, b).

El máximo común divisor también se denota por (a, b).

Teorema 3.1.3. El conjunto de todas las combinaciones lineales de enteros de a y b, es el conjunto de todos
los enteros múltiplos de gcd(a, b).

{ax + by : a, b ∈ Z} = {cgcd(a, b) : c ∈ Z} .

Corolario 3.1.3.1. Existen enteros x y y que satisfacen gcd(a, b) = ax + by. Más aún, gcd(a, b) es
la mínima combinación lineal positiva de a y b.

3.1.2. Números primos

Definición 3.1.4. Un número primo es todo entero p ≥ 2 que admite únicamente dos divisores, 1 y
p.

Teorema 3.1.4. Todo entero n > 1 tiene un divisor primo.

Teorema 3.1.5 (Teorema fundamental de la aritmética). Todo entero n > 1 puede ser escrito de manera
única como producto de números primos, salvo el orden.

Teorema 3.1.6. Existe una infinidad de números primos.

3.2. Algoritmo de Euclides

El algoritmo de Euclides permite calcular de manera eficiente el máximo común divisor de
dos números. A continuación se da una breve descripción.

Lema 3.2.1. Si a = qb+ r entonces gcd(a, b) = gcd(b, r).

De esta forma se reducen el tamaño de los enteros dados, a y b, sin alterar su máximo común
divisor. Sean a, b dos enteros dados, al menos uno distinto de 0, se desea determinar gcd(a, b).

gcd(a, b) = |a| si b = 0,

gcd(a, b) = |b| si a = 0.

Ahora suponga que a ≥ b, entonces gcd(a, b) = a si a = b. Se puede asumir que

a > b > 0.
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Empleando el teorema 3.1.1, se divide a entre b

a = q1b+ r1 con 0 ≤ r1 < b.

Si r1 = 0, gcd(m, n) = n. Por otro lado, si r1 �= 0, se dividide r1 entre n

b = q2r1 + r2 con 0 ≤ r2 < r1.

Si r2 = 0, por el lema 3.2.1 se tiene que gcd(a, b) = gcd(b, r1) = r1. Si r2 �= 0, entonces

r1 = q3r2 + r3 con 0 ≤ r3 < r2.

Se continúa hasta obtener un rk = 0. En las dos últimas iteraciones se obtiene

rk−3 = qk−1rk−2 + rk−1 con 0 < rk−1 < rk−2

rk−2 = qkrk−1 + rk con rk = 0.

Teorema 3.2.2. El máximo común divisor de a y b es el último residuo diferente de cero, rk−1.

3.2.1. Algoritmo de Euclides Extendido

El Algoritmo de Euclides Extendido permite encontrar los enteros x y y que satisfacen
gcd(a, b) = ax + by (corolario 3.1.3.1).

Teorema 3.2.3. Es posible representar el máximo común divisor de a y b como una combinación lineal con
coeficientes x y y tales que x = (−1)kxk y y = (−1)k+1yk. Teniendo

ri = (−1)ixia + (−1)i+1yib para 0 ≤ i ≤ k+ 1.

3.3. Aritmética modular

Definición 3.3.1. Dados tres enteros, a, b y q, se dice que a es congruente con b módulo q, denotado
como a ≡ b(modq), si q divide a b− a.

Teorema 3.3.1. La congruencia es una relación de equivalencia en los enteros.

1. a ≡ b(mod q) (reflexiva).

2. a ≡ b(mod q) implica b ≡ a(mod q) (simétrica).

3. a ≡ b(mod q) y b ≡ c(mod q) implica que a ≡ c(mod q) (transitiva).

Lema 3.3.2. Las expresiones siguientes son equivalentes.

1. a ≡ b(mod q).
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2. Existe un entero k tal que a = b + kq.

3. Al dividir a y b por q, ambos tienen el mismo residuo.

La clase de equivalencia de a consiste en todos los enteros obtenidos de la suma de a y los enteros
múltiples de q.

{b : b ≡ a(mod q)} = a + qZ.

Esta clase de equivalencia es la clase residual de a (mod q). El conjunto de clases residuales módulo
q se denota como Z/qZ.

Lema 3.3.3. Todo entero es congruente módulo q, a un sólo y único entero entre 0 y q− 1. Es decir, todo
entero pertenece a una sola clase residual módulo q.

Teorema 3.3.4. a ≡ b (mod q) y c ≡ d (mod q) implican:

−a ≡ −b (mod q).

a + c ≡ b + d (mod q).

ac ≡ bd (mod q).

Teorema 3.3.5 (Pequeño Teorema de Fermat). El pequeño teorema de Fermat se enuncia en la siguiente
forma. Sea p un número primo, entonces para cualquier entero a tal que (a, p) = 1 se tiene

ap−1 ≡ 1 (mód p).

Definición 3.3.2. Para todo entero (a, p) = 1, se define el orden de a módulo p como

ordp(a) = mı́n{1 ≤ k ≤ p− 1 : ak ≡ 1 (mód p)}.

Corolario 3.3.5.1. Para todo entero (a, p) = 1 se tiene ordp(a)|p− 1.

3.4. Algoritmo AKS

El algoritmo AKS se basa en una generalización del Pequeño Teorema de Fermat. Sea a ∈ Z,
n ∈ N, con n ≥ 2 y gcd(a, n) = 1. Entonces n es primo si y sólo sí se cumple

(X + a)n = Xn + a (mod n).

Sin embargo, esta prueba no es óptima ya que falla en ciertos números conocidos como
pseudoprimos y tiene una complejidad O(n), teniendo que evaluar con n coeficientes en el lado
izquierdo de la ecuación. Por ello Agrawal, Kayal y Saxena hicieron una modificación, de modo
que se reduce el número de coeficientes evaluando ambos lados con un polinomio de la forma
Xr − 1, para una r pequeña.

(X + a)n ≡ Xn + a (mod Xr − 1, n).
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Los valores de a y r están limitados por un polinomio en log n. Así, se tiene un algoritmo
deterministico en tiempo polinomial.

En terminos generales, el algoritmo AKS se puede plantear de la manera siguiente [16].
Dado un entero n ≥ 2, r un entero positivo menor que n, para el cual el orden de n > (log n)2

módulo r. Entonces n es primo únicamente si

n no es potencia perfecta,

n no tiene ningún factor primo menor o igual a r,

(X + a)n ≡ Xn + a (mod Xr − 1, n).

Lenstra y Pomerance hicieron algunas mejoras al algoritmo de Agrawal, Kayal y Saxena [7]:

Entrada: entero n > 1.

1: Si (n = ab para a ∈ N y b > 1), salida COMPUESTO.
2: Encontrar el mínimo r tal que Or(n) > log2 n.
3: Si gcd(a, n) �= 1 para toda a ≤ r, salida COMPUESTO.
4: Desde a = 1 hasta �√r log n	 hacer

Si ((X + a)n ≡ Xn + a(modXr − 1, n)), salida PRIMO;

Figura 3.1: Algoritmo AKS

Una forma de calcular r es la siguiente.

q > �(log2 n)	.
Calcular nj mod q para j=1,2,...,�(log2 n)	.
Si el residuo es igual a 1, entonces incrementar q en uno.

De otra forma, r es igual a q.

En este proyecto se sustituye la aritmética de polinomios por arimética modular. Así, se
propone trabajar con una constante auxiliar A, lo suficientemente grande para que a cada valor de
a le corresponda única y exclusivamente una clase residual

(A + a)n ≡ An + a (mod Ar − 1, n).

Sea p(x) un polinomio, cuyo grado sea menor que r

p(x) = a0 + a1x + · · · + ar−1xr−1.

1. Considerar p(x) = a0 + a1x + · · · + ar−1xr−1, con ai ∈ Z/nZ.

2. Calcular p2(x) y reducir módulo (Xr − 1, n).

3. p2(x) (mod Xr − 1, n), repetir los pasos 1 y 2 hasta calcular (X + a)n.
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Dado p(x) = a0 + a1x + · · · + ar−1xr−1

p2(x) = C0 + C1x + · · · + C2r−2x2r−2,

Ck = ∑ aiak−i donde max {(2r− 2)− k} ≤ i ≤ min {k, 2r− 2} ,

|Ck| ≤ ∑ |ai||ak−i| ≤ (n)2(r) = A,

p(x) → Z/(2A)2r−1Z, (2A)2r−2 = (2n2r)2r−2.

Para fines prácticos, sea A = 2n2r.

p(x) → p(A) = a0 + a1(A) + a2(A)2 + · · · ar−1(A)r−1.

Una manera óptima de calcular el lado izuiqerdo de la expresión (A + a)n ≡ An +

a (mod Ar − 1, n) es empleando el Algoritmo de Euclides Extendido, escribiendo la potencia n en su
forma binaria y reduciendo módulo Ar − 1, módulo n en cada iteración.

n = δ0 + 2δ1 + ... + 2�δ�, δi = 0, 1,

f = (A + a),

f n = (A + a)n = (A + a)δ0 + 2δ1 + ... + 2�δ� ,

f n = (A + a)n = (A + a)δ0(A + a)2δ1(A + a)22δ2 · · · (A + a)2�δ� ,

f n = (A + a)n = ((A + a)20
)δ0((A + a)21

)δ1((A + a)22
)δ2 · · · ((A + a)2�)δ� ,

f n = (( f )20
)δ0(( f )21

)δ1(( f )22
)δ2 · · · (( f )2�)δ� .

Una desventaja de emplear la constante A es que no es posible calcular (A + a)n (mod n)
coeficiente a coeficiente de forma directa.
A continuación se presenta la idea general para calcular (A + a)n (mod Ar − 1, n), recuperando
los coeficientes módulo A para (A + a)2.

X + a → A + a ∈ Z/A2r−1Z.

1. Sea p(x) = X + a el polinomio.

2. Entonces p2(A) = (A + a)2 = a2 + 2A + A2.

3. Reducir el número de coeficientes haciendo módulo Ar − 1.

p2(A) (mod Ar − 1).
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4. Se obtiene la siguiente expresión

(pmod r)
2(A) = C0 + C1A + · · · + Cr−1Ar−1.

5. Recuperar el primer coeficiente C0

C0 = (pmod r)
2 (mod A).

6. Ajustar (pmod r)
2, para calcular el siguiente coeficiente, empleando una variable auxiliar p3

p3 = � (pmod r)
2 − C0

A
	.

7. Recalcular el coeficiente C0 haciendo módulo n.

C0 = C0 (mod n).

8. De esta forma es posible reconstruir un polinomio (mod Ar − 1, n).

square = C0A0.

9. Se sigue el mismo procedimiento para calcular los siguientes coeficientes, hasta calcular
square = C0A0 + C1A1 + C2A2 + · · · + Cr−1Ar−1.

C1 = p3 (mod A),

p3 = � p3 − C1

A
	,

C1 = C1 (mod n),

square = square + C1A1

· · ·

Hasta ahora sólo se ha visto lo que sucede con el lado izquierdo de la expresión (X + a)n ≡
Xn + a (mod Xr − 1 , n). En el lado derecho de la misma, se observa que se debe calcular
Xn + a (mod Xr − 1, n), por lo que nuevamente se debe encontrar una forma óptima de hacer
Xn (mod Xr − 1).

Xn = (Xr − 1)t(x) + s(x), deg s < r

n = qr + k, deg k < r

11



Xn = Xqr+k

= XrXr(q−1)+k

= (Xr − 1)Xr(q−1)+k + Xr(q−1)+k

= (Xr − 1)Xr(q−1)+k + XrXr(q−2)+k

= (Xr − 1)Xr(q−1)+k + (Xr − 1)Xr(q−2)+k + Xr(q−2)+k

= (Xr − 1)
(
Xr(q−1)+k + Xr(q−2)+k

)
+ Xr(q−2)+k

= · · · = (Xr − 1)t(x) + Xk

(3.1)

Así se tiene que Xn ≡ Xk (mod Xr − 1), y al evaluar en A:

An ≡ Ak (mod Ar − 1).
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Capítulo 4

Desarrollo del proyecto

4.1. Instalación de biblioteca GMPY2

GMPY2 es un módulo de extensión de Python que proporciona funciones aritméticas de
múltiple precisión. Entre las funciones utilizadas en este proyecto están ����� y ���	
����, para
determinar si un número es potencia perfecta en la validación de datos. Para su instalación se
ejecutaron los siguientes comandos desde la terminal.

���
 �	����� �	����

���
 �	����� ������� 	���
����	��

4.2. Módulo para determinar el parámetro auxiliar r

El primer paso importante para implementar el algoritmo AKS, fue determinar el parámetro
auxilar r tal que ordr(n) > log2(n). El algoritmo 1 determina dicho parámetro auxiliar r, empleando
la función �
���
�������, mostrada en el algoritmo 2, la cual calcula nj mód q mediante reducción
de potencias módulo q.
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Algoritmo 1 ordr(n) > log2(n)

1: q0 ← �log2 n	+ 1
2: q ← q0
3: while 1 do

4: f lag ← True
5: for j ∈ {1, . . . , q0} do

6: res ← modulo(n, j, q)
7: if res == 1 then

8: q ← q+ 1
9: f lag ← False

10: break
11: end if

12: end for

13: if f lag then

14: r ← q
15: break
16: end if

17: end while

Algoritmo 2 Cálculo de potencias módulo q

1: procedure MODULO(n, j, q)
2: k ← j
3: pow1 ← 1
4: pow2 ← 1
5: while k > 0 do

6: d ← k %2
7: s ← pow(n, d ∗ pow2)
8: pow1 ← (pow1 ∗ s)%p
9: pow2 ← pow2 ∗ 2

10: k ← (k− d)/2
11: end while

12: return pow1
13: end procedure
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4.3. Módulo prueba de composición

El siguiente paso es hacer una prueba de composición. Se tiene que verificar que n no tenga
ningún factor primo menor o igual que r; de este modo es necesario calcular el máximo común
divisor de n y todos los k ≤ r, tal como se muestra en el algoritmo 3. Se implementó esta función
en el algoritmo 4 para determinar si n es compuesto o es candidato a ser un número primo.

Algoritmo 3 Máximo común divisor

1: procedure MY_GCD(m, n)
2: t ← [[1, 0], [0, 1]]
3: tk ← [[0, 0], [0, 0]]
4: e ← [[0, 1], [1, 0]]
5: k ← 0
6: r0 ← m
7: r1 ← n
8: r2 ← 1
9: while r2 �= 0 do

10: q ← (r0/r1)
11: e[0][0]← q
12: for i ∈ {0, . . . , 2} do

13: for j ∈ {0, . . . , 2} do

14: for w ∈ {0, . . . , 2} do

15: tk[i][j]← tk[i][j] + (t[i][w] ∗ e[w][j])
16: end for

17: end for

18: end for

19: for i ∈ {0, . . . , 2} do

20: for j ∈ {0, . . . , 2} do

21: t[i][j]← tk[i][j]
22: tk[i][j]← 0
23: end for

24: end for

25: x ← t[1][0]
26: y ← t[0][0]
27: r2 ← (−1)k ∗ x ∗m+ (−1)k+1 ∗ y ∗ n
28: r0 ← r1
29: r1 ← r2
30: k ← k+ 1
31: end while

32: return r0
33: end procedure

15



Algoritmo 4 Prueba de composición

1: primo ← False
2: f lag ← True
3: a ← 1
4: while flag do

5: mcd ← my_gcd(n, a)
6: if mcd > 1 then

7: f lag ← False � n es compuesto
8: else

9: if mcd == 1 then

10: a ← a+ 1
11: end if

12: end if

13: if a ≥ r then

14: primo ← True � n es candidato a número primo
15: break
16: end if

17: end while

4.4. Módulo para prueba de primalidad

En este módulo se realiza una última prueba para determinar si el número es primo o com-
puesto. En los algoritmos 5 y 6 se muestra cómo se verifica (A+ a)n �= An + a(modXr − 1, n) para
todas las a tal que 1 ≤ a ≤ √r log n, para determinar si n es primo o compuesto.

Algoritmo 5 Prueba de primalidad

1: if primo then

2: n1 ← n
3: parar ← √

r ∗ log n
4: A ← 2 ∗ n2 ∗ r
5: g ← Ar − 1
6: k ← n mód r
7: f lag ← True
8: for a ∈ {1, . . . , parar} do

9: f ← A+ a
10: d ← n1 mód 2
11: pow0 ← f d

12: pow2 ← f
13: n1 ← (n1− d)/2
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Algoritmo 6 Prueba de primalidad (continuación)

14: while n1>0 do

15: pow2 ← pow22 mód g
16: p3 ← pow2
17: j, square ← 0
18: while p3>0 do

19: C1 ← p3 mód A
20: p3 ← (p3− C1)/A
21: C2 ← C1 mód n
22: square ← square+ C2 ∗ Aj

23: j ← j+ 1
24: end while

25: pow2 ← square
26: d ← n1 mód 2
27: pow0 ← pow0 ∗ pow2d

28: pow0 ← pow0 mód g
29: p3 ← pow0
30: l, square ← 0
31: while p3>0 do

32: C1 ← p3 mód A
33: p3 ← (p3− C1)/A
34: C2 ← C1 mód n
35: square ← square+ C2 ∗ Al

36: l ← l + 1
37: end while

38: pow0 ← square
39: n1 ← (n1− d)/2
40: end while

41: xn_a ← Ak + a
42: if (square− xn_a) �= 0 then

43: f lag ← False � n es COMPUESTO
44: break
45: end if

46: n1 ← n
47: end for

48: if flag then

49: primo ← True � n es PRIMO
50: end if

51: end if
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4.5. Lista de números

Para obtener la lista de números se consultó The Nth Prime Page [17]. Se eligieron números de
entre 230 y 240 bits. En la tabla 4.1 se muestran los números primos y en la tabla 4.2 se listan los
números compuestos.

Número Primo

1073676287 Sí
1088888881 Sí
1095912793 Sí
2599291451 Sí
3211891519 Sí
4076863487 Sí
8192454631 Sí

10000000019 Sí
15984784979 Sí
24571243009 Sí
32212254719 Sí
50006393431 Sí
99999199999 Sí
100123456789 Sí
260389232731 Sí
393142151459 Sí
555555577777 Sí
753352617167 Sí
999998999999 Sí
999999000001 Sí
2999999899999 Sí
3664533202453 Sí
6056529316217 Sí
7142857142857 Sí
8284590452353 Sí
9999999998987 Sí

Tabla 4.1: Tabla números primos.
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Número Primo

1117175145 No
1123456987 No
1136972771 No
2754425310 No
3215031751 No
4294967295 No

10123456897 No
17392546081 No
25505418241 No
32149366346 No
54047322253 No
97524222465 No
111111111111 No
123455554321 No
334826628433 No
743008370701 No
774630686237 No
799980626860 No
2935561623745 No
3465253618401 No
6252893229398 No
7625597484960 No
8284590452382 No
9999999998980 No

Tabla 4.2: Tabla números compuestos.
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Capítulo 5

Resultados

La tabla 5.1 muestra la respuesta del algoritmo con los veintiséis números primos y sus tiempos
de ejecución en minutos. El programa logró determinar correctamente que los números son primos.

Número Primo Ejecución Tiempo (minutos)
1073676287 Sí Correcto 2.7555319
1088888881 Sí Correcto 2.6355870
1095912793 Sí Correcto 2.7527394
2599291451 Sí Correcto 4.1320456
3211891519 Sí Correcto 4.6077504
4076863487 Sí Correcto 4.8848695
8192454631 Sí Correcto 5.7853457
10000000019 Sí Correcto 6.9305827
15984784979 Sí Correcto 8.1431382
24571243009 Sí Correcto 9.9463035
32212254719 Sí Correcto 11.0341768
50006393431 Sí Correcto 11.5024914
99999199999 Sí Correcto 14.4309558
100123456789 Sí Correcto 14.2850574
260389232731 Sí Correcto 22.7061393
393142151459 Sí Correcto 25.0834130
555555577777 Sí Correcto 27.7959947
753352617167 Sí Correcto 29.7498304
999998999999 Sí Correcto 25.6455209
999999000001 Sí Correcto 31.0190203
2999999899999 Sí Correcto 36.7226778
3664533202453 Sí Correcto 37.7533985
6056529316217 Sí Correcto 45.2790234
7142857142857 Sí Correcto 45.3615262

Continúa en página siguiente
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Número Primo Ejecución Tiempo (minutos)
8284590452353 Sí Correcto 62.2013448
9999999998987 Sí Correcto 66.3672222

Tabla 5.1: Resultados de ejecución con números primos

La grafica 5.1 muestra el tiempo de ejecución en minutos del programa para cada uno de los
veinteséis números primos. El tiempo de ejecución está entre los 2 y 66 minutos aproximadamente;
se observa que el programa comenzó a tardar más a partir de los números primos de doce dígitos.

Figura 5.1: Gráfica de tiempos de ejecución con números primos
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En la tabla 5.2 se muestra la respuesta del algoritmo con los veinticuatro números compuestos
y se observa que también determinó correctamente que los números no son primos; la tabla también
muestra sus tiempos de ejecución en minutos.

Número Primo Ejecución Tiempo (minutos)

1117175145 No Correcto 0.0001761
1123456987 No Correcto 0.0063331
1136972771 No Correcto 0.0002774
2754425310 No Correcto 0.0005646
3215031751 No Correcto 0.0009849
4294967295 No Correcto 0.0002930
10123456897 No Correcto 0.0014348
17392546081 No Correcto 0.0008311
25505418241 No Correcto 0.0174213
32149366346 No Correcto 0.0006434
54047322253 No Correcto 0.0013920
97524222465 No Correcto 0.0005384
111111111111 No Correcto 0.0011370
123455554321 No Correcto 0.0006584
334826628433 No Correcto 0.0006694
743008370701 No Correcto 0.0012439
774630686237 No Correcto 0.0013340
799980626860 No Correcto 0.0009013
2935561623745 No Correcto 0.0010258
3465253618401 No Correcto 0.0020959
6252893229398 No Correcto 0.0013447
7625597484960 No Correcto 0.0011260
8284590452382 No Correcto 0.0011889
9999999998980 No Correcto 0.0018245

Tabla 5.2: Tabla números compuestos.

La grafica 5.2 muestra el tiempo de ejecución en minutos del programa para cada uno de
los veinticuatro números compuestos. El tiempo de ejecución está entre los 0.0001761 y 0.0018245
minutos aproximadamente; se observan dos picos en los que el tiempo fue mayor. Para el número
compuesto 1123456987 el tiempo de ejecución es 0.0063331 minutos, mientras que para el número
compuesto 25505418241 fue de 0.0174213 minutos. Esto se debe a que dichos números poseen
factores primos mayores a la r determinada para cada uno, por lo que la prueba de composición
dio como resultado que son “candidatos a ser números primos“. Sin embargo, en la última prueba,
de primalidad, el programa determinó que son números compuestos.
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Figura 5.2: Gráfica de tiempos de ejecución con números compuestos
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En la tabla 5.3 se registraron los cincuenta números con los resultados de la ejecución del
algoritmo AKS. En esta tabla también se puede observar la relación t

d7.5 , donde t es el tiempo de
ejecución para cada número, medido en minutos, y d es el número de dígitos correspondiente a n
escrito en binario.

Número d Primo Ejecución Tiempo (minutos) t
d7.5

1073676287 30 Sí Correcto 2.7555319 2.30036E-11
1088888881 31 Sí Correcto 2.6355870 1.72054E-11
1095912793 31 Sí Correcto 2.7527394 1.79702E-11
1117175145 31 No Correcto 0.0001761 1.14927E-15
1123456987 31 No Correcto 0.0063331 4.13429E-14
1136972771 31 No Correcto 0.0002774 1.81079E-15
2599291451 32 Sí Correcto 4.1320456 2.12589E-11
2754425310 32 No Correcto 0.0005646 2.90480E-15
3211891519 32 Sí Correcto 4.6077504 2.37063E-11
3215031751 32 No Correcto 0.0009849 5.06728E-15
4076863487 32 Sí Correcto 4.8848695 2.51321E-11
4294967295 32 No Correcto 0.0002930 1.50762E-15
8192454631 33 Sí Correcto 5.7853457 2.36306E-11
10000000019 34 Sí Correcto 6.9305827 2.26297E-11
10123456897 34 No Correcto 0.0014348 4.68500E-15
15984784979 34 Sí Correcto 8.1431382 2.65889E-11
17392546081 35 No Correcto 0.0008311 2.18349E-15
24571243009 35 Sí Correcto 9.9463035 2.61307E-11
25505418241 35 No Correcto 0.0174213 4.57687E-14
32149366346 35 No Correcto 0.0006434 1.69028E-15
32212254719 35 Sí Correcto 11.0341768 2.89888E-11
50006393431 36 Sí Correcto 11.5024914 2.44638E-11
54047322253 36 No Correcto 0.0013920 2.96050E-15
97524222465 37 No Correcto 0.0005384 9.32436E-16
99999199999 37 Sí Correcto 14.4309558 2.49909E-11
100123456789 37 Sí Correcto 14.2850574 2.47383E-11
111111111111 37 No Correcto 0.0011370 1.96892E-15
123455554321 37 No Correcto 0.0006584 1.14019E-15
260389232731 38 Sí Correcto 22.7061393 3.21934E-11
334826628433 39 No Correcto 0.0006694 7.81032E-16
393142151459 39 Sí Correcto 25.0834130 2.92686E-11
555555577777 40 Sí Correcto 27.7959947 2.68245E-11
743008370701 40 No Correcto 0.0012439 1.20039E-15
753352617167 40 Sí Correcto 29.7498304 2.87101E-11
774630686237 40 No Correcto 0.0013340 1.28733E-15
799980626860 40 No Correcto 0.0009013 8.69768E-16

Continúa en página siguiente
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Número d Primo Ejecución Tiempo (minutos) t
d7.5

999998999999 40 Sí Correcto 25.6455209 2.47492E-11
999999000001 40 Sí Correcto 31.0190203 2.99349E-11
2935561623745 42 No Correcto 0.0010258 6.86594E-16
2999999899999 42 Sí Correcto 36.7226778 2.45790E-11
3465253618401 42 No Correcto 0.0020959 1.40282E-15
3664533202453 42 Sí Correcto 37.7533985 2.52689E-11
6056529316217 43 Sí Correcto 45.2790234 2.54029E-11
6252893229398 43 No Correcto 0.0013447 7.54418E-16
7142857142857 43 Sí Correcto 45.3615262 2.54492E-11
7625597484960 43 No Correcto 0.0011260 6.31730E-16
8284590452353 43 Sí Correcto 62.2013448 3.48969E-11
8284590452382 43 No Correcto 0.0011889 6.67019E-16
9999999998980 44 No Correcto 0.0018245 8.61503E-16
9999999998987 44 Sí Correcto 66.3672222 3.13371E-11

Tabla 5.3: Tiempo de ejecución de los 50 números
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En la tabla 5.4 se puede observar la relación t
d7.5 para los veintiséis números primos.

Número d Primo Ejecución Tiempo (minutos) t
d7.5

1073676287 30 Sí Correcto 2.7555319 2.30036E-11
1088888881 31 Sí Correcto 2.6355870 1.72054E-11
1095912793 31 Sí Correcto 2.7527394 1.79702E-11
2599291451 32 Sí Correcto 4.1320456 2.12589E-11
3211891519 32 Sí Correcto 4.6077504 2.37063E-11
4076863487 32 Sí Correcto 4.8848695 2.51321E-11
8192454631 33 Sí Correcto 5.7853457 2.36306E-11
10000000019 34 Sí Correcto 6.9305827 2.26297E-11
15984784979 34 Sí Correcto 8.1431382 2.65889E-11
24571243009 35 Sí Correcto 9.9463035 2.61307E-11
32212254719 35 Sí Correcto 11.0341768 2.89888E-11
50006393431 36 Sí Correcto 11.5024914 2.44638E-11
99999199999 37 Sí Correcto 14.4309558 2.49909E-11
100123456789 37 Sí Correcto 14.2850574 2.47383E-11
260389232731 38 Sí Correcto 22.7061393 3.21934E-11
393142151459 39 Sí Correcto 25.0834130 2.92686E-11
555555577777 40 Sí Correcto 27.7959947 2.68245E-11
753352617167 40 Sí Correcto 29.7498304 2.87101E-11
999998999999 40 Sí Correcto 25.6455209 2.47492E-11
999999000001 40 Sí Correcto 31.0190203 2.99349E-11
2999999899999 42 Sí Correcto 36.7226778 2.45790E-11
3664533202453 42 Sí Correcto 37.7533985 2.52689E-11
6056529316217 43 Sí Correcto 45.2790234 2.54029E-11
7142857142857 43 Sí Correcto 45.3615262 2.54492E-11
8284590452353 43 Sí Correcto 62.2013448 3.48969E-11
9999999998987 44 Sí Correcto 66.3672222 3.13371E-11

Tabla 5.4: Tabla números primos.

La grafica 5.3 muestra la relación entre el tiempo de ejecución y la cantidad de dígitos de cada
número primo. En general, se observa que los tiempos se distribuyen de sobre una recta. Es decir,
el tiempo es constante.
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Figura 5.3: Gráfica de relción tiempo de ejecución - dígitos de números primos
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En la tabla 5.5 se puede observar la relación t
d7.5 para los veinticuatro números compuestos.

Número d Primo Ejecución Tiempo (minutos) t
d7.5

1117175145 31 No Correcto 0.0001761 1.14927E-15
1123456987 31 No Correcto 0.0063331 4.13429E-14
1136972771 31 No Correcto 0.0002774 1.81079E-15
2754425310 32 No Correcto 0.0005646 2.90480E-15
3215031751 32 No Correcto 0.0009849 5.06728E-15
4294967295 32 No Correcto 0.0002930 1.50762E-15
10123456897 34 No Correcto 0.0014348 4.68500E-15
17392546081 35 No Correcto 0.0008311 2.18349E-15
25505418241 35 No Correcto 0.0174213 4.57687E-14
32149366346 35 No Correcto 0.0006434 1.69028E-15
54047322253 36 No Correcto 0.0013920 2.96050E-15
97524222465 37 No Correcto 0.0005384 9.32436E-16
111111111111 37 No Correcto 0.0011370 1.96892E-15
123455554321 37 No Correcto 0.0006584 1.14019E-15
334826628433 39 No Correcto 0.0006694 7.81032E-16
743008370701 40 No Correcto 0.0012439 1.20039E-15
774630686237 40 No Correcto 0.0013340 1.28733E-15
799980626860 40 No Correcto 0.0009013 8.69768E-16
2935561623745 42 No Correcto 0.0010258 6.86594E-16
3465253618401 42 No Correcto 0.0020959 1.40282E-15
6252893229398 43 No Correcto 0.0013447 7.54418E-16
7625597484960 43 No Correcto 0.0011260 6.31730E-16
8284590452382 43 No Correcto 0.0011889 6.67019E-16
9999999998980 44 No Correcto 0.0018245 8.61503E-16

Tabla 5.5: Tabla números compuestos.

La grafica 5.4 muestra la relación entre el tiempo de ejecución y la cantidad de dígitos de cada
número número compuesto. Al igual que en los números primos, se observa que los tiempos se
distribuyen de sobre una recta, es decir, el tiempo es constante, pese a que existen dos números,
1123456987 y 25505418241, que fueron candidatos a ser números primos.
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Figura 5.4: Gráfica de relción tiempo de ejecución - dígitos de números compuestos
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Capítulo 6

Conclusiones

De los resultados obtenidos en este proyecto, se puede concluir que el algoritmo AKS funciona
adecuadamente incluso sustituyendo el empleo de polinomios por aritmética modular, empleando
una constante lo suficientemente grande para tener distintas clases residuales. Se resolvió uno de
los problemas que representa este algoritmo, la equivalencia modular de dos números elevado
a la potencia n, implementando módulos propios para el cálculo eficiente de potencias modular
y el máximo común divisor empleando el Algoritmo de Euclides Extendido. Para reducir el tiempo
de ejecución se utilizó la biblioteca GMPY2 para realizar las multiplicaciones, ya que Python no
implementa un método eficiente para multiplicación de números grandes. Por último, el tiempo de
ejecución respecto a la cantidad de dígitos, tanto de números primos como de números compuestos,
es constante, por ello se puede concluir que se logró implementar de manera exitosa el alrgoritmo
AKS.
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Apéndice A

Código fuente del algoritmo AKS,

implementado en Python
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Apéndice B

Capturas de pantalla de ejecución con

números primos

Figura B.1: Ejecución con número primo 1073676287
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Figura B.2: Ejecución con número primo 1088888881

Figura B.3: Ejecución con número primo 1095912793
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Figura B.4: Ejecución con número primo 2599291451

Figura B.5: Ejecución con número primo 3211891519
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Figura B.6: Ejecución con número primo 4076863487

Figura B.7: Ejecución con número primo 8192454631
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Figura B.8: Ejecución con número primo 10000000019

Figura B.9: Ejecución con número primo 15984784979
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Figura B.10: Ejecución con número primo 24571243009

Figura B.11: Ejecución con número primo 32212254719
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Figura B.12: Ejecución con número primo 50006393431

Figura B.13: Ejecución con número primo 99999199999
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Figura B.14: Ejecución con número primo 100123456789

Figura B.15: Ejecución con número primo 260389232731
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Figura B.16: Ejecución con número primo 393142151459

Figura B.17: Ejecución con número primo 555555577777
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Figura B.18: Ejecución con número primo 753352617167

Figura B.19: Ejecución con número primo 999999000001
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Figura B.20: Ejecución con número primo 2999999899999

Figura B.21: Ejecución con número primo 3664533202453
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Figura B.22: Ejecución con número primo 6056529316217

Figura B.23: Ejecución con número primo 7142857142857
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Figura B.24: Ejecución con número primo 8284590452353

Figura B.25: Ejecución con número primo 9999999998987
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Apéndice C

Capturas de pantalla de ejecución con

números compuestos

Figura C.1: Ejecución con número compuesto 1117175145
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Figura C.2: Ejecución con número compuesto 1123456987

Figura C.3: Ejecución con número compuesto 1136972771

Figura C.4: Ejecución con número compuesto 2754425310
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Figura C.5: Ejecución con número compuesto 3215031751

Figura C.6: Ejecución con número compuesto 4294967295

Figura C.7: Ejecución con número compuesto 10123456897
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Figura C.8: Ejecución con número compuesto 17392546081

Figura C.9: Ejecución con número compuesto 25505418241

Figura C.10: Ejecución con número compuesto 32149366346
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Figura C.11: Ejecución con número compuesto 54047322253

Figura C.12: Ejecución con número compuesto 97524222465

Figura C.13: Ejecución con número compuesto 111111111111
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Figura C.14: Ejecución con número compuesto 123455554321

Figura C.15: Ejecución con número compuesto 334826628433

Figura C.16: Ejecución con número compuesto 743008370701
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Figura C.17: Ejecución con número compuesto 774630686237

Figura C.18: Ejecución con número compuesto 799980626860
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Figura C.19: Ejecución con número compuesto 2935561623745

Figura C.20: Ejecución con número compuesto 3465253618401
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Figura C.21: Ejecución con número compuesto 6252893229398

Figura C.22: Ejecución con número compuesto 7625597484960

Figura C.23: Ejecución con número compuesto 8284590452382
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Figura C.24: Ejecución con número compuesto 9999999998980
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