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Resumen

Se presenta una implementacién del algoritmo AKS en Python, sustituyendo la aritmética de
polinomios por arimética modular para el calculo eficiente de potencias modular asi como el
calculo del méaximo comun divisor de dos ntimeros. Se realiza una lista de cincuenta nimeros,
primos y compuestos, de entre 30 y 44 bits, ejecutando el algoritmo con cada uno de ellos para
comprobar que el programa implementado identifica correctamente los nimeros primos de la lista.
Finalmente se hace una comparacién de los tiempos de ejecucion con la complejidad del algoritmo.
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Capitulo 1

Introduccion

Un namero primo p es un entero mayor o igual a 2 que s6lo admite a 1 y él mismo como
divisores. Hace mas de 2000 afios, Euclides de Alejandria prob6 que existe una infinidad de nameros
primos [1]. En 1801 Gauss demostré que todo entero mayor que 2 admite una descomposiciéon
como producto de primos que es tinica salvo el orden [2], hoy en dia este hecho se conoce como
el Teorema Fundamental de la Aritmética. En este contexto, los nimeros primos pueden entenderse
como las unidades indivisibles del sistema multiplicativo de los enteros.

Decidir si un entero dado es primo es un problema cldsico en las Ciencias de la Computacién con
aplicaciones en criptografia y en el computo cientifico [3]. Hasta 2004 no se sabia de una prueba
de primalidad de tiempo polinomial, es decir, no se conocia un algoritmo que determinara si un
entero 71 es primo o no con un ntimero de operaciones menor que (log1)*, para alguna constante
positiva A. En 2004 Manindra Agrawal, Neeraj Kayal y Nitin Saxena [4] finalmente probaron que
se puede determinar en tiempo polinomial si un entero es primo.

En este proyecto se desea presentar un estudio del algoritmo AKS con las siguientes caracteristicas.

= Implementacion del algoritmo AKS y su ejecucion en al menos cincuenta enteros de entre 30
y 40 bits.

= Comparacién de los tiempos de ejecucion obtenidos teoricamente y mediante el algoritmo
implementado.

1.1. Antecedentes
Proyectos de Integracién o Terminales.

= Disefio, implementacién y comparacién de los métodos de encriptacién RSA en aritmética
modular y Massey-Omura en curvas elipticas [5].
Presenta un estudio e implementa el algoritmo de encriptacién de llave ptblica RSA en IF,,
y el algoritmo de Massey—-Omura en curvas elipticas en IF,. El algoritmo AKS también esta



basado en la aritmética de IF,. En particular, en el criptosistema RSA la determinacioén de
nimeros primos es fundamental para la construcciéon de la llave privada.

= Implementacién en software-hardware de aritmética sobre campos finitos binarios [Fy» en
curvas elipticas para aplicaciones criptograficas de llave ptblica [6].
Presenta un estudio e implementaciéon de la generacion de llaves publicas mediante la
utilizacién de curvas elipticas. Se menciona la generacion de llaves ptblicas en el algoritmo
RSA, en el que la determinacién de ntimeros primos es esencial.

Articulos y Software

= PRIMES is in P [4].
En este articulo se presenta el algoritmo AKS que es el test de primalidad en tiempo polinomial.
La diferencia con este proyecto, es que el algoritmo no sé implementé.

= On distinguishing prime numbers from composite numbers [7].
Se presenta un algoritmo que decide si un ntiimero es compuesto o primo en un tiempo casi
polinomial. También se presentan dos versiones del algoritmo, uno deterministico y otro
probabilistico. En este proyecto se estudia e implementa el test de primalidad AKS, el cual es
cudeterministico en tiempo polinomial.

= Probabilistic Algorithm for Testing Primality [8].
Presenta un algoritmo probabilistico para probar la primalidad de nameros grandes. Este
test es deterministico en cuanto a ntimeros compuestos. Al igual que el trabajo de Rabin, el
algoritmo AKS tampoco asume como verdadera la ERH (Hipotesis Extendida de Riemann).
La diferencia es que el test de primalidad AKS es deterministico en cuanto a primalidad y
composicion.

= Implementation of the AKS algorithm [9].
Se implementa el algoritmo AKS en lenguaje C++, empleando la biblioteca GMP. La diferencia
es que en este proyecto se implementa el algoritmo AKS, sustituyendo la aritmética de
polinomios por aritmética modular, ademds se disefian e implementan médulos para calcular
el méximo comun divisor de dos ntimeros empleando el Algoritmo de Euclides Extendido. Asi
mismo se realizard una tabla y una grafica comparativa de los tiempos estimados respecto al
numero de cifras y los obtenidos de la ejecucién del algoritmo AKS.

1.2. Justificacion

Las propiedades de los nimeros primos han sido un tema de intenso estudio en las Mate-
maticas y de gran impacto en las Ciencias de la Computaciéon. Los niimeros primos son base de
estructuras aritméticas conocidas como campos finitos y curvas elipticas donde se han desarrollado
criptosistemas exitosos tales como RSA, ElGamal y Massey—Omura. En este contexto, determinar
nuameros primos grandes y de caracteristicas particulares es fundamental ya que juegan un papel
fundamental en la seguridad [10], [3], [11].

La buasqueda de niimeros primos es complicada y por si misma un tema de estudio. Por ejemplo,
dado un entero 1, no se conoce un algoritmo eficiente y explicito que devuelva al n-ésimo ntimero
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primo. Por otra parte, un reto cldsico en la materia consiste en “cazar” primos tan grandes como sea
posible, es decir, mostrarlos explicitamente. La EFF -Electronic Frontier Foundation- ofrece premios
por encontrar primos grandes [12], por ejemplo a quién exhiba un primo con un mil millones de
cifras.

El trabajo de Agrawal-Kayal-Saxena[4] respondi6 una de las preguntas célebres en Ciencias de la
Computacién. Algunos de los trabajos mas importantes que le anteceden son.

» La criba de Eratéstenes creada alrededor de 300 afios A.C. [13], determina si el entero N es
primo con una complejidad del orden /N y asumiendo que se conocen los primos hasta

[V/N] +1.

= En 1975 Miller [14] prob6 que existe un algoritmo polinomial para decidir si un entero es
primo. Sin embargo, su prueba es de tipo condicional ya que asume la veracidad de la llamada
Hipétesis extendida de Riemann.

= En 1983 Adleman-Pomerance-Rumely [7] establecieron de manera incondicional que existe
una prueba de primalidad de orden

(log N)C(logloglogN)/

donde C > 0 es una constante que no depende del pardmetro N y N es suficientemente
grande.

= En 2004 Agrawal-Kayal-Saxena [4] finalmente presentaron un algoritmo del orden
(log N)5/2(loglog N)4,

donde A > 0 es una constante que no depende de N y N > 0 es suficientemente grande.

» Lenstra hizo algunas modificaciones al algoritmo AKS, logrando tiempos de ejecucién de
orden (log N)°/2. Por otra parte, Agrawal, Kayal y Saxena observan en su articulo [4] que se
puede obtener un algoritmo del orden

log N)3(log loglog N)4,
g g log log

con A > 0, si se asumen verdaderas ciertas congruencias.



Capitulo 2

Objetivos

2.1. Objetivo General

Implementar el test de primalidad en tiempo polinomial AKS con el fin de realizar pruebas
con al menos cincuenta ndmeros enteros positivos de entre treinta y cuarenta bits y posteriormente
hacer una tabla comparativa de los tiempos estimados y los tiempos obtenidos en la ejecucién del
programa.

2.2. Objetivos Especificos

= Disefiar e implementar un médulo para la captura y validacién de datos, en el cual se
descarten enteros negativos, el cero y potencias perfectas.

= Disefiar e implementar un médulo tal que dado un entero 7, permita encontrar al minimo
entero positivo r tal que ord, (1) > log? n.

= Realizar un modulo para implementar el algoritmo extendido de la divisién y ademds calcular
el méximo comun divisor (k, 1), para todos los enteros k < n.

= Elaborar una tabla con cincuenta ntimeros positivos de entre treinta y cuarenta bits, entre los
cuales se sabra de antemano quiénes son primos.

= Implementar un médulo en Phyton que utilice el algoritmo AKS para ejecutarlo con cada
uno de los ntimeros con el fin de elaborar una tabla con los tiempos de ejecucién y otra tabla
para verificar si se ejecuté correctamente.

= Elaborar una tabla que muestre el orden del algoritmo para cada entero de la lista.

= Elaborar una tabla y una gréfica comparativa de los tiempos estimados y los obtenidos en la
ejecucion del algoritmo AKS para cada uno de los enteros de la lista.



Capitulo 3

Marco teorico

3.1. Divisibilidad

Esta seccion, asi como las secciones 3.2 y 3.3, tienen como objetivo presentar una serie de
definiciones y resultados que conforman la base para construir el algoritmo AKS.

Los teoremas se presentan sin demostraciones, las cuales se pueden consultar en los libros de
Koblitz [3], Buchmann [10] y Vinogradov [15].

Definicién 3.1.1. Sean a y b enteros. Se dice que b divide a a si existe un entero g tal que a = bg, y
se denota por b | a. Dado un entero 4, un divisor es un entero b > 1 tal que b | a.

Teorema 3.1.1 (Algoritmo de la divisiéon de Euclides). Sia, b son enteros y b > 0, entonces existe una
pareja iinica de enteros, q y v que satisfacen

a=qb+r tal que 0 <r <b.

Sir = 0, entonces b divide exactamente a a y se denota como b|a. En caso contrario b 1 a, es
decir b no divide a 4, siendo g el cociente y r el residuo de dicha division.

Teorema 3.1.2. Sean a, by c enteros. Entonces tienen lugar las siguientes propiedades.

Si c|b y bla, entonces c]|a.

Si bla, entonces «cb|ca paratodo entero c distinto de cero.

Si c¢|b y c|a, entoncesc |ax+ by, para cualesquiera enteros X y y.
Si bla y a#0, entonces|b| < |al.

Si bla y alb, entonces |b| = l|al.

3.1.1. Maximo comun divisor

Definicién 3.1.2. Se dice que ¢ es divisor comtndeaybsic|ayc|b.
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Observe que 1 es comuin divisor de cualquier par de enteros a y b.

Definicién 3.1.3. Sean 4, b enteros. El médximo comun divisor de a y b se denota por gcd(a,b) y
satisface:

El entero gcd(a, b) es divisor comun de a y b; gcd(a,b) | a'y ged(a,b) | b.

Si existe un entero k tal que k | a y k | b, entonces k < gcd(a,b).

El maximo comun divisor también se denota por (a,b).

Teorema 3.1.3. El conjunto de todas las combinaciones lineales de enteros de a y b, es el conjunto de todos
los enteros miiltiplos de gcd(a, b).

{ax+by : a,b € Z} = {cged(a,b) : c€ Z}.

Corolario 3.1.3.1. Existen enteros x y y que satisfacen gcd(a,b) = ax + by. Mds aiin, gcd(a, b) es
la minima combinacion lineal positiva de a y b.

3.1.2. Numeros primos

Definicién 3.1.4. Un ntimero primo es todo entero p > 2 que admite tinicamente dos divisores, 1y
p.

Teorema 3.1.4. Todo entero n > 1 tiene un divisor primo.

Teorema 3.1.5 (Teorema fundamental de la aritmética). Todo entero n > 1 puede ser escrito de manera
iinica como producto de niimeros primos, salvo el orden.

Teorema 3.1.6. Existe una infinidad de niimeros primos.

3.2. Algoritmo de Euclides

El algoritmo de Euclides permite calcular de manera eficiente el maximo comun divisor de
dos nimeros. A continuacion se da una breve descripcién.

Lema 3.2.1. Sia = gqb + r entonces gcd(a,b) = gcd(b,r).

De esta forma se reducen el tamafio de los enteros dados, a y b, sin alterar su médximo comun
divisor. Sean 4, b dos enteros dados, al menos uno distinto de 0, se desea determinar gcd(a, ).

gcd(a,b) = |a| si b=0,
gcd(a,b) = |b| si a=0.
Ahora suponga que a > b, entonces gcd(a,b) = a sia = b. Se puede asumir que

a>b>0.



Empleando el teorema 3.1.1, se divide a entre b

a=qb+n con 0 <nr <ohb

Siry =0, gcd(m,n) = n. Por otro lado, si r; # 0, se dividide r; entre n

b=qor1+n con 0 < r <.

Sir, =0, por el lema 3.2.1 se tiene que gcd(a,b) = gcd(b,r1) = r1. Sira # 0, entonces

r1=qsry+713 con 0 <r3 < nm.

Se contintia hasta obtener un r, = 0. En las dos tltimas iteraciones se obtiene
k-3 = Gk—1"k—2 + k-1 con 0 < re1 < 162
Tk—2 = Qi’k—1 + Tk con rr, = O.

Teorema 3.2.2. El mdximo comiin divisor de a y b es el iiltimo residuo diferente de cero, ri_1.

3.2.1. Algoritmo de Euclides Extendido

El Algoritmo de Euclides Extendido permite encontrar los enteros x y y que satisfacen
gcd(a,b) = ax + by (corolario 3.1.3.1).

Teorema 3.2.3. Es posible representar el mdximo comiin divisor de a y b como una combinacion lineal con
coeficientes x y y tales que  x = (—1)fx, vy = (—1)1y;. Teniendo

ri= (=)'xa + (=) yb para 0 < i < k+1.

3.3. Aritmética modular

Definicién 3.3.1. Dados tres enteros, a, b y g, se dice que a es congruente con b médulo g, denotado
como a = b(modq), si g divide a b — a.

Teorema 3.3.1. La congruencia es una relacion de equivalencia en los enteros.

1. a=b(mod q) (reflexiva).
2. a=b(mod q) implica b=a(modgq) (simétrica).
3. a=b(modq) y b=c(modq) implicaque a=c(modgq) (transitiva).

Lema 3.3.2. Las expresiones siguientes son equivalentes.

1. a = b(mod q).



2. Existe un entero k tal quea = b + kq.

3. Al dividir a y b por q, ambos tienen el mismo residuo.

La clase de equivalencia de a consiste en todos los enteros obtenidos de la suma de a y los enteros
multiples de g.
{b:b=a(modq)} =a + qZ.

Esta clase de equivalencia es la clase residual de a (mod g). El conjunto de clases residuales médulo
g se denota como Z/gZ.

Lema 3.3.3. Todo entero es congruente médulo q, a un sélo y iinico entero entre 0 y g — 1. Es decir, todo
entero pertenece a una sola clase residual modulo q.

Teorema 3.34. a = b (modq) y c = d (mod q) implican:
—a = —b (mod q).

a+c=0b+ d(modq).
ac = bd (mod q).

Teorema 3.3.5 (Pequefio Teorema de Fermat). EI pequefio teorema de Fermat se enuncia en la siguiente
forma. Sea p un niimero primo, entonces para cualquier entero a tal que (a, p) = 1 se tiene

P '=1 (moéd p).
Definicién 3.3.2. Para todo entero (a, p) = 1, se define el orden de 2 médulo p como
ordy(a) =min{l <k<p-1:d'=1 (médp)}.

Corolario 3.3.5.1. Para todo entero (a, p) = 1 se tiene ord,(a)|p — 1.

3.4. Algoritmo AKS

El algoritmo AKS se basa en una generalizacién del Pequefio Teorema de Fermat. Sea a € Z,
ne€N,conn >2ygcd(a,n) = 1. Entonces n es primo si y sélo si se cumple

(X + a)" = X" + a (mod n).

Sin embargo, esta prueba no es 6ptima ya que falla en ciertos niimeros conocidos como
pseudoprimos y tiene una complejidad O(n), teniendo que evaluar con n coeficientes en el lado
izquierdo de la ecuacion. Por ello Agrawal, Kayal y Saxena hicieron una modificacién, de modo
que se reduce el nimero de coeficientes evaluando ambos lados con un polinomio de la forma
X" —1, para una r pequefa.

(X +a)" = X" + a(mod X" -1, n).



Los valores de a y r estdn limitados por un polinomio en logn. Asi, se tiene un algoritmo
deterministico en tiempo polinomial.

En terminos generales, el algoritmo AKS se puede plantear de la manera siguiente [16].
Dado un entero n > 2, r un entero positivo menor que 1, para el cual el orden de n > (logn)?
modulo 7. Entonces 1 es primo tinicamente si

= 71 no es potencia perfecta,
= 7 no tiene ningtn factor primo menor o igual a 7,

» (X 4+ a)" = X" 4+ a(mod X" —1, n).

Lenstra y Pomerance hicieron algunas mejoras al algoritmo de Agrawal, Kayal y Saxena [7]:

Entrada: entero n > 1.

1: Si(n=a’ paraa € Nyb > 1), salida COMPUESTO.

. Encontrar el minimo 7 tal que O, (1) > log” .

: Siged(a,n) # 1paratodaa < r,salida COMPUESTO.
: Desde a = 1 hasta | /rlogn] hacer

Si ((X+a)"=X"+a(modX" —1,n)), salida PRIMO;

= W N

Figura 3.1: Algoritmo AKS

Una forma de calcular 7 es la siguiente.

9> [(log® n)].
Calcular #/ mod g paraj=1,2,...,| (log* n)].

Si el residuo es igual a 1, entonces incrementar g en uno.

De otra forma, r es igual a g.

En este proyecto se sustituye la aritmética de polinomios por arimética modular. Asi, se
propone trabajar con una constante auxiliar A, lo suficientemente grande para que a cada valor de
a le corresponda tinica y exclusivamente una clase residual

(A+a)' = A" + a(mod A" -1, n).

Sea p(x) un polinomio, cuyo grado sea menor que r

p(x) = ap + mx + - - - + a,_1x L.
1. Considerar p(x) = a9 + a1x + - - - + a, 1x' "}, cona; € Z/nZ.
2. Calcular p?(x) y reducir médulo (X" — 1, n).
3. p?(x) (mod X" — 1, n), repetir los pasos 1y 2 hasta calcular (X + a)".



Dado p(x) = ag + a1x + - - - + a,_1x"" !
pP(x) = Co 4 Cix + - - - + Co 2% 72,
Cr = Y aja—;  donde max{(2r—2)—k} < i < min{k,2r—2},
Gl < Y lailla—i] < (n)*(r) = A,
p(x) = Z/(2A)"7'z,  (2A)"F = ()P

Para fines précticos, sea A = 2n?r.

p(x) = p(A) = ap + a1(A) + a2(A)? + - - a1 (AL

Una manera 6ptima de calcular el lado izuigerdo de la expresion (A + a)" = A" +
a (mod A" — 1, n) es empleando el Algoritmo de Euclides Extendido, escribiendo la potencia n en su
forma binaria y reduciendo médulo A" — 1, médulo n en cada iteracion.

n=2ab + 201 + ... + Zéég, 6, =0,1,

f=(A+a),
1= (A + )" = (A4 a)fot2htat20

fn = (A + a)n = (A + (1)50(14 + a)z‘sl(A -+ a)zz‘sz L. (A + a)ZZ(Sé’

= (A+a)" = (A+ YA+ )Y (A + a)P)2 - (A + ),

1= (O (HDHT)= - - ()

Una desventaja de emplear la constante A es que no es posible calcular (A + a)" (mod n)
coeficiente a coeficiente de forma directa.
A continuacién se presenta la idea general para calcular (A + a)" (mod A" — 1, n), recuperando
los coeficientes médulo A para (A + a)>.

X+a—A+a €Z/A7'Z
1. Sea p(x) = X + a el polinomio.

2. Entonces p?(A) = (A + a)? = a* + 2A + A%

3. Reducir el namero de coeficientes haciendo mdédulo A" — 1.

p?(A) (mod A" — 1).
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4. Se obtiene la siguiente expresién
(Pmodr)*(A) = Co + GIA + - - - + G AL
5. Recuperar el primer coeficiente C
Co = (Pmodr)? (mod A).
6. Ajustar (P4 )%, para calcular el siguiente coeficiente, empleando una variable auxiliar p3

2 _
p3 = L(Vmoz;lrz4 COJ-

7. Recalcular el coeficiente Cy haciendo médulo 7.

Co = Cp (mod n).

8. De esta forma es posible reconstruir un polinomio (mod A" —1, n).

square = CoA.

9. Se sigue el mismo procedimiento para calcular los siguientes coeficientes, hasta calcular
square = CoA® + C1A! + GA%2 + - - - + C 1AL

Cy = p3 (mod A),

s — G

C; = Cy (mod n),

square = square + Ci A

Hasta ahora sélo se ha visto lo que sucede con el lado izquierdo de la expresion (X + a)" =
X" + a (mod X" —1, n).En el lado derecho de la misma, se observa que se debe calcular
X" + a (mod X" — 1, n), por lo que nuevamente se debe encontrar una forma 6ptima de hacer
X" (mod X" — 1).
X" = (X" — Dt(x) + s(x), degs <r

n=gqr + k, degk <r

11



X" — er+k
— xrxrla—1)+k
_ (X7 — )X 4 xra)k
— )Xtk 4 xrxr(a-2)+k
)
X' =1) (X”’ Dk xra=2)+ )+Xr(q—2)+k
= = (X = t(x) + X

Asi se tiene que X" = X* (mod X" — 1),y al evaluar en A:

A" = A* (mod AT — 1).

12
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Capitulo 4

Desarrollo del proyecto

4.1. Instalacion de biblioteca GMPY2

GMPY2 es un moédulo de extensién de Python que proporciona funciones aritméticas de
multiple precision. Entre las funciones utilizadas en este proyecto estdn mul () y is_power(), para
determinar si un ntimero es potencia perfecta en la validaciéon de datos. Para su instalacién se
ejecutaron los siguientes comandos desde la terminal.

sudo apt-get update
sudo apt-get install python-gmpy2

4.2. Modulo para determinar el parametro auxiliar r

El primer paso importante para implementar el algoritmo AKS, fue determinar el pardametro
auxilar r tal que ord, (1) > log?(n). El algoritmo 1 determina dicho parametro auxiliar 7, empleando
la funcién modulo(n,j,q), mostrada en el algoritmo 2, la cual calcula n/ méd g mediante reduccién
de potencias médulo q.

13



Algoritmo 1 ord, (n) > log?(n)

1: g0 < [log?n| +1
2: g 440

3: while 1 do

4: flag < True

5 forje{1,...,40} do

6 res < modulo(n,j,q)
7: if res == 1 then

8 g<qg+1

9: flag < False

10: break

11: end if

12: end for
13: if flag then

14: r<gq
15: break
16: end if

17: end while

Algoritmo 2 Célculo de potencias médulo q

1: procedure MODULO(n, j, q)
2 k«j

3 powl <1

4 pow2 <— 1

5: while k > 0 do

6 d <+ k%2

7 s < pow(n,d * pow2)
8 powl < (powl *s) %p
9: pow2 <— pow?2 x 2

10: k< (k—d)/2

11: end while

12: return powl

13: end procedure

14



4.3. Modulo prueba de composicion

El siguiente paso es hacer una prueba de composicion. Se tiene que verificar que n no tenga
ningun factor primo menor o igual que r; de este modo es necesario calcular el médximo comtn
divisor de n y todos los k < r, tal como se muestra en el algoritmo 3. Se implemento esta funcién
en el algoritmo 4 para determinar si 7 es compuesto o es candidato a ser un nimero primo.

Algoritmo 3 Méximo comun divisor

1: procedure MY_GCD(m, n)
2 t «[[1,0],0,1]]

3 tk < [[0,0], [0, 0]]

4 e < [[0,1],[1,0]]

5: k<0
6
7
8
9

rQ < m
rl<n
241
: while 72 # 0 do
10: g < (r0/71)
11: e[0][0] < g
12: fori € {0,...,2} do
13: forj€{0,...,2} do
14: forw € {0,...,2} do
15 HK(i][7] < R[] + (] o] * efao] 1)
16: end for
17: end for
18: end for
19: fori e {0,...,2} do
20: forj€{0,...,2} do
2 {il[7] < [l
22: tk[i][j] < O
23: end for
24: end for
25: x < t[1]]0]
26: y < t[0][0]
27 12 (=D)fsxxm+ (=1) xyxn
28: 0 < rl
29: rl < r2
30: k< k+1
31: end while
32: return r0

33: end procedure

15



Algoritmo 4 Prueba de composicién

1: primo < False

2: flag < True

3a+1

4: while flag do

5. mcd < my_ged(n,a)

6 if mcd > 1 then
7 flag < False > n es compuesto
8: else
9 if mcd ==1 then
10: a<—a+1
11: end if
12: end if
13: if a > r then
14: primo <— True > n es candidato a nimero primo
15: break
16: end if

17: end while

4.4. Modulo para prueba de primalidad

En este médulo se realiza una tltima prueba para determinar si el nimero es primo o com-
puesto. En los algoritmos 5 y 6 se muestra como se verifica (A + a)" # A" + a(modX" — 1, n) para
todas las a tal que 1 < a < y/rlogn, para determinar si 7 es primo o compuesto.

Algoritmo 5 Prueba de primalidad

1: if primo then

nl <« n

parar < /1 xlogn

A 2xn%*r

g+ A -1

k < n méd r

flag < True

fora € {1,...,parar} do
fA+a
d <~ nlmod 2
pow0 + f4
pow2 + f
nl + (n1—4d)/2

N
S
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Algoritmo 6 Prueba de primalidad (continuacién)

14: while n1>0 do

15: pow2 + pow2? méd g
16: p3 < pow?2

17: j,square < 0

18: while p3>0 do

19: Cl <~ p3 moéd A
20: p3«+ (p3—C1)/A
21: C2 + Clméd n
22: square < square + C2 % Al
23: ] — ] +1

24: end while

25: pow?2 < square

26: d < nlmod 2

27: pow0 < pow0 x pow2?
28: pow0 <+ pow0 méd g
29: p3 < pow0

30: I, square < 0

31: while p3>0 do

32: Cl <+ p3moéd A
33: p3+ (p3—C1)/A
34: C2 <~ C1 méd n
35: square < square + C2 % Al
36: I+—1+1

37: end while

38: pow0 < square

39: nl <+ (n1—d)/2

40: end while

41: xn_a + A¥+a

42: if (square — xn_a) # 0 then
43: flag < False

44: break

45: end if

46: nl<mn

47 end for

48: if flag then

49: primo <— True

50: end if

51: end if

>n es COMPUESTO

> n es PRIMO
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4.5. Lista de numeros

Para obtener la lista de nimeros se consulté The Nth Prime Page [17]. Se eligieron ntimeros de
entre 2% y 240 bits. En la tabla 4.1 se muestran los ntimeros primos y en la tabla 4.2 se listan los
numeros compuestos.

Ntmero ‘ Primo ‘
1073676287 Si
1088888881 St
1095912793 Si
2599291451 Si
3211891519 Si
4076863487 St
8192454631 Si

10000000019 Si
15984784979 Si
24571243009 Si
32212254719 Si
50006393431 Si
99999199999 Si
100123456789 Si
260389232731 Si
393142151459 Si
555555577777 Si
753352617167 Si
999998999999 Si
999999000001 Si
2999999899999 Si
3664533202453 Si
6056529316217 Si
7142857142857 Si
8284590452353 Si
9999999998987 Si

Tabla 4.1: Tabla nameros primos.
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Numero ‘ Primo ‘
1117175145 No
1123456987 No
1136972771 No
2754425310 No
3215031751 No
4294967295 No

10123456897 No
17392546081 No
25505418241 No
32149366346 No
54047322253 No
97524222465 No
111111111111 No
123455554321 No
334826628433 No
743008370701 No
774630686237 No
799980626860 No
2935561623745 No
3465253618401 No
6252893229398 No
7625597484960 No
8284590452382 No
9999999998980 No

Tabla 4.2: Tabla nimeros compuestos.
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Capitulo 5

Resultados

La tabla 5.1 muestra la respuesta del algoritmo con los veintiséis ntimeros primos y sus tiempos
de ejecucién en minutos. El programa logré determinar correctamente que los niimeros son primos.

Ntmero Primo | Ejecuciéon | Tiempo (minutos)
1073676287 Si Correcto 2.7555319
1088888881 Si Correcto 2.6355870
1095912793 Si Correcto 2.7527394
2599291451 Si Correcto 4.1320456
3211891519 Si Correcto 4.6077504
4076863487 Si Correcto 4.8848695
8192454631 Si Correcto 5.7853457

10000000019 Si Correcto 6.9305827
15984784979 Si Correcto 8.1431382
24571243009 Si Correcto 9.9463035
32212254719 Si Correcto 11.0341768
50006393431 Si Correcto 11.5024914
99999199999 Si Correcto 14.4309558
100123456789 Si Correcto 14.2850574
260389232731 Si Correcto 22.7061393
393142151459 Si Correcto 25.0834130
555555577777 Si Correcto 27.7959947
753352617167 Si Correcto 29.7498304
999998999999 Si Correcto 25.6455209
999999000001 Si Correcto 31.0190203
2999999899999 Si Correcto 36.7226778
3664533202453 Si Correcto 37.7533985
6056529316217 Si Correcto 45.2790234
7142857142857 Si Correcto 45.3615262
Continta en pagina siguiente
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Numero Primo | Ejecuciéon | Tiempo (minutos)
8284590452353 Si Correcto 62.2013448
9999999998987 Si Correcto 66.3672222

Tabla 5.1: Resultados de ejecucién con ntimeros primos

La grafica 5.1 muestra el tiempo de ejecucién en minutos del programa para cada uno de los
veinteséis ntimeros primos. El tiempo de ejecucion esta entre los 2 y 66 minutos aproximadamente;
se observa que el programa comenz6 a tardar més a partir de los niimeros primos de doce digitos.

Ejecucion algoritmo AKS con nimeros primos

70.0000000
650000000
500000000
E55.munmﬂ
2 50.0000000
£ 45.0000000
.Exm.munmﬂ
ESE.GUUDDIII
‘o 30.0000000
L]
‘gZE.GﬂDDEﬁD
E-ZD.GUUDDIII
.ElE.{lUUDDIII
100000000
5.0000000
0.0000000
S R O33R 83882 8RGERERBLERE
SBRINF889853852RS88838¢8za¢82
= — & & D %?mmg:mmmh—l m O « = W O
W0y h o G0 o hNNmﬁgﬂﬂmmﬁ ﬁmm“
L Y = R B o o td WD L BT ] mmhﬁ%
E@a oo @ o = g o4 B3 = 1w g G o4 LA
= =] mwg—lgmmmgm—lm.—dmmmmmmmmmm
e B S I ] -] o e ggcmmmmmmgmmﬁm
- o mmm SEBARALS&ARES D &
Nm%hgag::

MNameros primos

Figura 5.1: Gréfica de tiempos de ejecucién con niimeros primos
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En la tabla 5.2 se muestra la respuesta del algoritmo con los veinticuatro nimeros compuestos
y se observa que también determiné correctamente que los ntimeros no son primos; la tabla también
muestra sus tiempos de ejecuciéon en minutos.

Numero ‘ Primo ‘ Ejecucién | Tiempo (minutos) ‘
1117175145 No Correcto 0.0001761
1123456987 No Correcto 0.0063331
1136972771 No Correcto 0.0002774
2754425310 No Correcto 0.0005646
3215031751 No Correcto 0.0009849
4294967295 No Correcto 0.0002930
10123456897 No Correcto 0.0014348
17392546081 No Correcto 0.0008311
25505418241 No Correcto 0.0174213
32149366346 No Correcto 0.0006434
54047322253 No Correcto 0.0013920
97524222465 No Correcto 0.0005384
111111111111 No Correcto 0.0011370
123455554321 No Correcto 0.0006584
334826628433 No Correcto 0.0006694
743008370701 No Correcto 0.0012439
774630686237 No Correcto 0.0013340
799980626860 No Correcto 0.0009013

2935561623745 No Correcto 0.0010258
3465253618401 No Correcto 0.0020959
6252893229398 No Correcto 0.0013447
7625597484960 No Correcto 0.0011260
8284590452382 No Correcto 0.0011889
9999999998980 No Correcto 0.0018245

Tabla 5.2: Tabla ntimeros compuestos.

La grafica 5.2 muestra el tiempo de ejecucion en minutos del programa para cada uno de
los veinticuatro ntiimeros compuestos. El tiempo de ejecucion estéd entre los 0.0001761 y 0.0018245
minutos aproximadamente; se observan dos picos en los que el tiempo fue mayor. Para el ndmero
compuesto 1123456987 el tiempo de ejecucion es 0.0063331 minutos, mientras que para el nimero
compuesto 25505418241 fue de 0.0174213 minutos. Esto se debe a que dichos niimeros poseen
factores primos mayores a la » determinada para cada uno, por lo que la prueba de composicién
dio como resultado que son “candidatos a ser ntimeros primos”. Sin embargo, en la tltima prueba,
de primalidad, el programa determiné que son ntimeros compuestos.
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Tiempo de ejecucion (minutos)

Ejecuccion algoritmo AKS con numeros compuestos

0.0190000
0.0180000
0.0170000
0.0160000
0.0150000
0.0140000
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0.0120000
0.0110000
0.0100000
0.0090000
0.0080000
0.0070000
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0.0050000
0.0040000
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0.0010000
0.0000000
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Figura 5.2: Gréfica de tiempos de ejecucion con ndmeros compuestos
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En la tabla 5.3 se registraron los cincuenta nimeros con los resultados de la ejecucién del
algoritmo AKS. En esta tabla también se puede observar la relaciéon th5' donde t es el tiempo de
ejecucion para cada nimero, medido en minutos, y d es el nimero de digitos correspondiente a n
escrito en binario.

Ntmero d | Primo | Ejecucién | Tiempo (minutos) th_B
1073676287 30 Si Correcto 2.7555319 2.30036E-11
1088888881 31 Si Correcto 2.6355870 1.72054E-11
1095912793 31 Si Correcto 2.7527394 1.79702E-11
1117175145 31 No Correcto 0.0001761 1.14927E-15
1123456987 | 31 No Correcto 0.0063331 4.13429E-14
1136972771 31 No Correcto 0.0002774 1.81079E-15
2599291451 32 Si Correcto 4.1320456 2.12589E-11
2754425310 32 | No Correcto 0.0005646 2.90480E-15
3211891519 32 Si Correcto 4.6077504 2.37063E-11
3215031751 32| No Correcto 0.0009849 5.06728E-15
4076863487 32 Si Correcto 4.8848695 2.51321E-11
4294967295 32 | No Correcto 0.0002930 1.50762E-15
8192454631 33 Si Correcto 5.7853457 2.36306E-11

10000000019 | 34 Si Correcto 6.9305827 2.26297E-11
10123456897 | 34 | No Correcto 0.0014348 4.68500E-15
15984784979 | 34 Si Correcto 8.1431382 2.65889E-11
17392546081 | 35 | No Correcto 0.0008311 2.18349E-15
24571243009 | 35 Si Correcto 9.9463035 2.61307E-11
25505418241 | 35| No Correcto 0.0174213 4.57687E-14
32149366346 | 35| No Correcto 0.0006434 1.69028E-15
32212254719 | 35 Si Correcto 11.0341768 2.89888E-11
50006393431 | 36 Si Correcto 11.5024914 2.44638E-11
54047322253 | 36 | No Correcto 0.0013920 2.96050E-15
97524222465 | 37 | No Correcto 0.0005384 9.32436E-16
99999199999 | 37 Si Correcto 14.4309558 2.49909E-11
100123456789 | 37 Si Correcto 14.2850574 2.47383E-11
111111111111 | 37 | No Correcto 0.0011370 1.96892E-15
123455554321 | 37 | No Correcto 0.0006584 1.14019E-15
260389232731 | 38 Si Correcto 22.7061393 3.21934E-11
334826628433 | 39 | No Correcto 0.0006694 7.81032E-16
393142151459 | 39 Si Correcto 25.0834130 2.92686E-11
555555577777 | 40 Si Correcto 27.7959947 2.68245E-11
743008370701 | 40 | No Correcto 0.0012439 1.20039E-15
753352617167 | 40 Si Correcto 29.7498304 2.87101E-11
774630686237 | 40 | No Correcto 0.0013340 1.28733E-15
799980626860 | 40 | No Correcto 0.0009013 8.69768E-16
Contintia en pagina siguiente
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Nuimero d | Primo | Ejecucién | Tiempo (minutos) th.s
999998999999 | 40 St Correcto 25.6455209 2.47492E-11
999999000001 | 40 St Correcto 31.0190203 2.99349E-11

2935561623745 | 42 | No Correcto 0.0010258 6.86594E-16
2999999899999 | 42 Si Correcto 36.7226778 2.45790E-11
3465253618401 | 42 | No Correcto 0.0020959 1.40282E-15
3664533202453 | 42 St Correcto 37.7533985 2.52689E-11
6056529316217 | 43 St Correcto 45.2790234 2.54029E-11
6252893229398 | 43 No Correcto 0.0013447 7.54418E-16
7142857142857 | 43 Si Correcto 45.3615262 2.54492E-11
7625597484960 | 43 | No Correcto 0.0011260 6.31730E-16
8284590452353 | 43 St Correcto 62.2013448 3.48969E-11
8284590452382 | 43 | No Correcto 0.0011889 6.67019E-16
9999999998980 | 44 | No Correcto 0.0018245 8.61503E-16
9999999998987 | 44 St Correcto 66.3672222 3.13371E-11

Tabla 5.3: Tiempo de ejecucion de los 50 ntimeros
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En la tabla 5.4 se puede observar la relacién th»S para los veintiséis niimeros primos.

Ntmero ‘ d ‘ Primo ‘ Ejecucion | Tiempo (minutos) ‘ d%
1073676287 | 30 Si Correcto 2.7555319 2.30036E-11
1088888881 31 Si Correcto 2.6355870 1.72054E-11
1095912793 31 Si Correcto 2.7527394 1.79702E-11
2599291451 32 Si Correcto 4.1320456 2.12589E-11
3211891519 32 Si Correcto 4.6077504 2.37063E-11
4076863487 | 32 Si Correcto 4.8848695 2.51321E-11
8192454631 33 Si Correcto 5.7853457 2.36306E-11

10000000019 | 34 Si Correcto 6.9305827 2.26297E-11
15984784979 | 34 Si Correcto 8.1431382 2.65889E-11
24571243009 | 35 Si Correcto 9.9463035 2.61307E-11
32212254719 | 35 Si Correcto 11.0341768 2.89888E-11
50006393431 | 36 Si Correcto 11.5024914 2.44638E-11
99999199999 | 37 Si Correcto 14.4309558 2.49909E-11
100123456789 | 37 Si Correcto 14.2850574 2.47383E-11
260389232731 | 38 Si Correcto 22.7061393 3.21934E-11
393142151459 | 39 Si Correcto 25.0834130 2.92686E-11
555555577777 | 40 Si Correcto 27.7959947 2.68245E-11
753352617167 | 40 Si Correcto 29.7498304 2.87101E-11
999998999999 | 40 Si Correcto 25.6455209 2.47492E-11
999999000001 | 40 Si Correcto 31.0190203 2.99349E-11
2999999899999 | 42 Si Correcto 36.7226778 2.45790E-11
3664533202453 | 42 Si Correcto 37.7533985 2.52689E-11
6056529316217 | 43 Si Correcto 45.2790234 2.54029E-11
7142857142857 | 43 Si Correcto 45.3615262 2.54492E-11
8284590452353 | 43 Si Correcto 62.2013448 3.48969E-11
9999999998987 | 44 Si Correcto 66.3672222 3.13371E-11

La grafica 5.3 muestra la relacion entre el tiempo de ejecuciéon y la cantidad de digitos de cada
nimero primo. En general, se observa que los tiempos se distribuyen de sobre una recta. Es decir,

el tiempo es constante.

Tabla 5.4: Tabla ntimeros primos.

26




e Flg] 201 0N
tiempo
digitos

——— Relzdian
tiempo
digitas
promadic

Relacion tiempo - digitos en ndmeros primos

5.00000E-11
4.00000E-11
wnn 3.00000E-11
2.00000E-11
1.00000E-11
0.00000E+00

P
<

=
=

LBEBEEEE66666
ESEZaP06SPETE
LOBETVTLSBERTL
LTTITEGTS9509
ESWCOCEESHI9E
GEGEEEEEEE66E
TOD000666666
666666866666
LOTLTOESEESL
LLLLLSSS59555
GSbTISTIVTERE
TELZETEREOSE
6BL9SFECTOOT
666E6TH5666
TEPEEEI0005
BTLVSTLTIEE
BO0EFETLSHE
6L6rBLFBEET
6T00000000T
Teovshiets
LBFESRILOF
BTSTEETTIE
TSFTGE665E
E6LETESE0T
1828288801
LBT9L9ELOT

27

Nameros primos
Figura 5.3: Grafica de relciéon tiempo de ejecucién - digitos de ntimeros primos



En la tabla 5.5 se puede observar la relacién th»S para los veinticuatro nimeros compuestos.

Ntmero ‘ d ‘ Primo ‘ Ejecucion | Tiempo (minutos) ‘ d%
1117175145 31| No Correcto 0.0001761 1.14927E-15
1123456987 | 31 | No Correcto 0.0063331 4.13429E-14
1136972771 31| No Correcto 0.0002774 1.81079E-15
2754425310 32 | No Correcto 0.0005646 2.90480E-15
3215031751 32 | No Correcto 0.0009849 5.06728E-15
4294967295 32 | No Correcto 0.0002930 1.50762E-15

10123456897 | 34 | No Correcto 0.0014348 4.68500E-15
17392546081 | 35 | No Correcto 0.0008311 2.18349E-15
25505418241 | 35| No Correcto 0.0174213 4.57687E-14
32149366346 | 35 | No Correcto 0.0006434 1.69028E-15
54047322253 | 36 | No Correcto 0.0013920 2.96050E-15
97524222465 | 37 | No Correcto 0.0005384 9.32436E-16
111111111111 | 37 | No Correcto 0.0011370 1.96892E-15
123455554321 | 37 | No Correcto 0.0006584 1.14019E-15
334826628433 | 39 | No Correcto 0.0006694 7.81032E-16
743008370701 | 40 | No Correcto 0.0012439 1.20039E-15
774630686237 | 40 | No Correcto 0.0013340 1.28733E-15
799980626860 | 40 | No Correcto 0.0009013 8.69768E-16
2935561623745 | 42 | No Correcto 0.0010258 6.86594E-16
3465253618401 | 42 | No Correcto 0.0020959 1.40282E-15
6252893229398 | 43 | No Correcto 0.0013447 7.54418E-16
7625597484960 | 43 | No Correcto 0.0011260 6.31730E-16
8284590452382 | 43 | No Correcto 0.0011889 6.67019E-16
9999999998980 | 44 | No Correcto 0.0018245 8.61503E-16

Tabla 5.5: Tabla niimeros compuestos.

La grafica 5.4 muestra la relacién entre el tiempo de ejecucion y la cantidad de digitos de cada
ndmero ntimero compuesto. Al igual que en los ntiimeros primos, se observa que los tiempos se
distribuyen de sobre una recta, es decir, el tiempo es constante, pese a que existen dos ntiimeros,
1123456987 y 25505418241, que fueron candidatos a ser nimeros primos.
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Capitulo 6

Conclusiones

De los resultados obtenidos en este proyecto, se puede concluir que el algoritmo AKS funciona
adecuadamente incluso sustituyendo el empleo de polinomios por aritmética modular, empleando
una constante lo suficientemente grande para tener distintas clases residuales. Se resolvié uno de
los problemas que representa este algoritmo, la equivalencia modular de dos ntimeros elevado
a la potencia n, implementando médulos propios para el célculo eficiente de potencias modular
y el mdximo comun divisor empleando el Algoritmo de Euclides Extendido. Para reducir el tiempo
de ejecucion se utilizo la biblioteca GMPY2 para realizar las multiplicaciones, ya que Python no
implementa un método eficiente para multiplicacién de ntimeros grandes. Por tltimo, el tiempo de
ejecucion respecto a la cantidad de digitos, tanto de niimeros primos como de ntimeros compuestos,
es constante, por ello se puede concluir que se logré implementar de manera exitosa el alrgoritmo
AKS.

30



Apéndice A

Codigo fuente del algoritmo AKS,
implementado en Python

import math
import time
from ctypes import *

from gmpy2 import *

def modulo(n, j, q):
k=j
pow2=1 #potencias de 2
powl=1 #potencia del algoritmo

while (k>0):
d = k%2
s = pow(n, d*pow2)
powl=(powl*s)¥%q #se calculan las potencias mod g
pow2=2*pow2 #se calculas las potencias de 2, es decir 271
k =long (k-d)/2

return powl

def my_gcd(m, n):
t = [[1,0]1,[0,11]
tk = [[0,0],[0,0]]
e = [[0,1],[1,0]]

#intcializo k, 70, rl y r2
k=0

rO0=m

rl=n

r2=1

while (r2!'=0):
q=int (r0/rl1) #Se calcula gk = parte entera (r0/r1)
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e[01[0]l=q #S5e cambia la entrada de
#e[0][0] para obtener la matriz ek

for i in range(0,2,1):
for j in range(0,2,1):
for w in range(0,2,1):

tk[i]1[j1=tk[i][jI1+(t[il[wl*e[w][j1)

for i in range(0,2,1):
for j in range(0,2,1):
t[il[j1=tk[i]1[j]
tk[i]1[j1=0

#obtengo zk § yk de la matriz tk+l
x=t [1] [0]
y=t [0] [0]

#Recalcular 72 = (-1)"k(z)(m) + (-1)~(k+1)(y)
r2=((pow (-1,k))*x*m) + ((pow(-1,k+1))*y%*n)

#Recalcular 70 y 71
rO0=ri
ri=r2

k=k+1
return int (r0)

while (1) :

n = input ("Damen: ")

if (type(n)!=int):
continue

if (is_power (mn)):
continue

if ((n>0) & (type(n)==int)):
break

ttotalO=time.clock ()

log_.n = math.log(n)

print "log(mn):", log_n
log2_n = math.pow(log_n,2)
print "log2(n):_ ", log2_n
tlog2n = math.trunc(log2_n)
q0 = tlog2n+1

q = q0

print "\nq:,",q

flag=True

t0=time.clock ()
while (1) :
flag=True
for j in range(1,q0,1):

res = modulo(n,j,q)
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if (res==1):
q=q+1
flag=False
break
if (flag):
r=q
break

ti=time.clock ()
print "\nLayryencontradages: ",r,"\nEl tiempoyparagdeterminar r es: ", t1-t0," segundos."

primo=False
flag=True
a=1
t2=time.clock ()
while (flag):
mcd=my_gcd(n, a)
if (mcd>1):
print "\nEl_numero, " ,n," ,es, COMPUESTO"
flag=False
else:
if (mcd==1):
a=a+1
if (a>=r):
print "\nEl, numero, " ,n," es,candidatoa,ser PRIMO"
primo=True
break
t3=time.clock ()

print "El,tiempo,empleadoes:, ", t3-t2,",segundos.\n"

t4=time.clock ()
if (primo):
nl=n
t0=time.clock ()
parar=mul (sqrt(r), (log(mn)))
A=2%mul ((n**2) ,r) #Constante 4 auzxziliar

print "\nA:_ ", A
g=(Ax*xr)-1 #z"r - ! evaluado en 4

k=n’r
flag=True

for a in range (1, parar, 1):

f=A+a #z + a evaluado en 4
d=n192 #delta

powO=pow (f,d) #f"d

pow2=f #inicializo pow2 = f

nl=long((n1-4)/2)
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#calculo de f-n(mod 4°r - 1, n)
while (n1>0):
pow2 = pow(pow2,2,g) tpow2
p3=pow2
j=0
square=0
#Calculo de pow2 (mod n)
while (p3>0):

#Calculo de los coeficientes de

C1=p3 %A
p3=long ((p3 - C1)/A)

#Calculo de los coeficientes de pow2 (mod n)

C2=C1%n

#Recalculo el pow2 com los

square=square + mul (C2,(A**j))

j=i+
pow2=square
d=n1%2
pow0= mul (pow0O, pow(pow2,d))
pow0 = pow0%g

p3=pow0

1=0

square=0

while (p3>0):
Cl=p3 %A
p3=long ((p3 - C1)/4)
€2=C1%n

square=square + mul (C2,(A**1))

1=1+1

powO=square
nl=long((nl1-4)/2)

xn_a=(A*xxk)+a

if ((square-xn_a)!=0):

print"\nEl numero,",n," es COMPUESTO."

flag=False
break
nl=n

tb=time.clock ()
if (flag):

print"\nEl numero,",n," es PRIMO"

#pow2 es f-R2i(mod 4°r-1,

print "Tiempoyempleado(segundos): ",t5-t4

print "Tiempoyempleadoy(minutos): ",

ttotall=time.clock ()

print "\n\nEl, tiempoytotal,(enyminutos)_ del algoritmoy,fue: ",

(t5-t4)/60
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Apéndice B

Capturas de pantalla de ejecucion con
nimeros primos

atia: $ python aks test2.py
107367628
20.7943543788
432.405174033

r encontrada es: 443
l tiempo par erminar r es: 0.822224 segundos.

Figura B.1: Ejecucién con ntimero primo 1073676287
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$ python aks

a r encontrat
l tiempo para erminar r es

L numero 16 es candida g PRIMO

L tiempo empleado es: 8.822579
A: 10647397376585580808578
10 81 es PRIMOD
158. 084

1
2.63473553333

oritmo fue: 2.635587033

2 |

Figura B.2: Ejecucién con ntimero primo 1088888881

$ python aks test2.py

El tiempo par terminar r es: 0.012653

El numero 1095912793 es candidato

El tiempo emple 6.015903

A: 1054499818178011425422

El numero PRIMO
Tiempo emple C 165.135638
Tiempo empleado ( C :  2.75226063333

Figura B.3: Ejecucién con ntimero primo 1095912793
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$ python aks test2.py

678504726
957567155

r encontrac

tiempo para determinar r es: ©.03488 undos.

" PRIMO

numero
tie

3782
PRIMO

247.8672

4.13112

total (en minutos) del algoritmo fue: 4.13284555

s 1l

la:

Figura B.4: Ejecucién con ntimero primo 2599291451

$ python aks test2.py

r encontrad
l tiempo para terminar r es: 0.0269 segundos.

L numero 3211891519 es cand
l tiempo empleado es: 0.022378

A: 103781446126030872125166

4.6077504

npo total (en minutos
atia:

Figura B.5: Ejecucién con ntimero primo 3211891519

37



$ python aks test2.py

r es: ©.037996 segundos.

es candidate r PRIMO
).017094

16919990577683207554042

El
Tie

o total (en minut 1 algoritmo fue:

;2 |

Figura B.6: Ejecucién con ntimero primo 4076863487

python ak

segundos.

PRIMO

PRIMO

algoritmo fue: 5.78534568333

A |

Figura B.7: Ejecucién con ntimero primo 8192454631
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tia: $ python aks test2.py
logeoeeeels

23.0258509318

5360.189811135

: 557
erminar r es:

EL
Tiemp

6.9305827333

Figura B.8: Ejecucién con ntimero primo 10000000019

$ python aks test2.py

segundos.

r PRIMO

El
Tiel

14173513333

lel algoritmo fue: 8.14313816667

[
1

Figura B.9: Ejecucién con ntiimero primo 15984784979
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La r encontrada es:
El tiempo para

numero

$ python aks test2.py

6a7

erminar r es: ©.871389 segundos.

ser

PRIMO

9.94630351667

Figura B.10: Ejecucién con ntimero primo 24571243009

322127 " PRIMO

661.919574
11.8319929

11.68341768333

ritmo fue:

$ ]

Figura B.11: Ejecucién con ntimero primo 32212254719
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$ python aks test?

segundos.

es candi PRIMOD
823565

El
TiP

po total (en minutos) del algoritmo fue: 11.5824914
atia: $

Figura B.12: Ejecucién con niimero primo 50006393431

" encontr
iempo pa ninar r es: gundos.

l numeroc 99999199999 es candic a ser PRIMD
L tiempo empl s: 0.023304 3

128597942405658

5.801898

300316333

El tiempo total (en minutos) del algoritmo fue: 14.4389558167
tia: A |

Figura B.13: Ejecucién con ntimero primo 99999199999

41



$ python aks test2.py

647
rminar r es: 0.872516 segundos.

5 candid er PRIMO
0.03316

2925833

El ti total (en minutos) del algoritmo fue:
kat a:

Figura B.14: Ejecucién con ntimero primo 100123456789

$ python aks test2.py

0.031557

280034097

3

itmo fue:

$ {1

Figura B.15: Ejecucién con ntimero primo 260389232731
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$ python aks t

EL nume
Tiemp
Tiempo empl

La r encontr
El tiempo para minar r es: 2 segundos.

EL numero 55555557 ; and - PRIMO
El tiempo empl Hdni_ es: 0.8310: egundos.

463580283998702716985116958
El numero

Tiempo emple
Tiempo empl

|||:n'1 total

Figura B.17: Ejecucién con ntimero primo 555555577777
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tia: $ python aks
75335261716

27.34779923

747.902123174

El
Tiemp | :  2137.66746
Tiempo . 35.627791

oritmo fue: 35.6315485333

$ []

Figura B.18: Ejecucién con ntimero primo 753352617167

$ python aks test2.py

q: 764

La r encont
EL tiempo p ( : 0.152846 sequndos.

El nu = - PRIMO

EL tiemp

el algoritmo fue: 31.8198282833

s il

Figura B.19: Ejecucién con ntimero primo 999999000001
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$ python ak

La r encont ¢
El tiempo rmi 8 undos.

ELl numero 29 99¢ : didate er PRIMO

El tiempo

1510199

Figura B.20: Ejecucién con ntimero primo 2999999899999

r encontrad
tiempo para es: 0.064817 segundos.

~ PRIMO

. 75178415

itmo fue:
2 |

Figura B.21: Ejecucién con ntimero primo 3664533202453
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La r encontr :
El tiempo pa : es: 0.092832 segundos.

EL numero ; d r PRIMO
El tiempo emple

64339434066275716609901170106

o056

EL tiemp ( (en mi ; ritmo fue:

kat ria: s 1

Figura B.22: Ejecucién con ntimero primo 6056529316217

La
El tiempo pa

EL num

mpo total (en minutos) del algoritmo fue: 45.36152615
tia: % D

Figura B.23: Ejecucién con ntimero primo 7142857142857
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$ python aks test2.py

La r encont
El tiempo para determinar r es:

2353 es cand
P.B30956

EL nume
Tiemp

L algoritmo fue: 62.2013448167

$ [

Figura B.24: Ejecucién con ntimero primo 8284590452353

$ python

La r encont
El tiempo p

EL numertc
Tiemp |
Tiempo em

otal (en minutos) del algoritmo fue: 66.3672221667

$ [

Figura B.25: Ejecucién con ntimero primo 9999999998987
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Apéndice C

Capturas de pantalla de ejecucion con
nimeros compuestos

$ python aks test2.py

0 :  20.8340691442
log2(n): 434.058437185

La r encontrac
El tiempo para determinar r es: 0.810359 segundos.

EL numero 1117175145 es COMPUESTO
El tiempo empleado es: 8.le-85 segundos.

El tiempo total (en minutos) del algoritmo fue: ©.800017605
katia@katia: %

Figura C.1: Ejecucién con niimero compuesto 1117175145
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$ python aks test2.py

segundos.

" PRIMO

npo. total (en minutos)

$ python aks test2.py
u5lh3510
4347906864

439
eterminar r es: ©.816159
s COMPUESTO
).000346 segundos.

$ python aks test2.py
21.7364746589

472.474330596

r encontrad
| tiempo parsa terminar r es: 0.033542 segundos.
L numero

tiempo emple

El tiempo tot

al (en minutos) del algoritmo fue:

$ [

6.0085646

Figura C.4: Ejecucion con ntiimero compuesto 2754425310
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tia: $ python aks test2.py
3215831751

21.89110368765

479.220393642

©.05183 segundos.

es COMPUES
0.007041

po total (en minutos) del algoritmo fue: ©.6800984
atia: $

Figura C.5: Ejecuciéon con niimero compuesto 3215031751

atia: $ python aks test2.py

8.017248 segundos.

po total (en minutos) del algoritmo fue: ©.0860293033333333

s

23.0381210331
530.755020735

El tiempo para determinar r es: .865977 segundos.

El numero 1012345
El tiempo empleads

0 total (en minutos) del algoritmo fue: ©.001434833333

2 |

Figura C.7: Ejecucién con nimero compuesto 10123456897

50



$ python aks test2.py

n: 17392546081
1 . 23.5793075652
log2(n): 555.983745256

r encontrada e

l tiempo parsz erminar r es: 0.048122 segundos.

es COMPUESTO
0.001412 undos.

mo fue: ©.080831116666667

s 1l

Figura C.8: Ejecucion con nimero compuesto 17392546081

tia: % python aks test2.py
25505418241
23.9621567466
574.184955948

r encontrad

| tiempo para erminar r es: ©.113694 segundos.

l numero 25585418241 es candidato ser PRIMO
| tiempo empleado es: ©.827475

802749527

2550541824 COMPUESTO.
| 0.9683855

mpl ( unc
0.01506425

Tiempo empleado (minutos):

0.01742125

tal (en minutos) del algoritmo fue:

2 |

$ python aks test2.py

24.1936585781
585.333115395

La r encontrada es: 86

El tiempo para erminar r es segundos.

del algoritmo fue: ©.000643383333

2 |

Figura C.10: Ejecucién con nimero compuesto 32149366346
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Fia: $ python aks test2.py

: 54847322253
If.ni: 610. 73t
g: 611

La r encontra :
El tiempo para determinar r es: 0.0

El numero 5404 es COMPUESTO
do ¢ 0.800857 s

El T'Hm o total (en minutos) del al

python aks test2.py

a r encontrad :
l tiempo para erminar r es: ©.832111 segundos.

L numero 9752
| tiempo empl

al (en minutos)

python aks test2.py

111111111111
25.43379653
i . 878006

r encontrada es
l tiempo para erminar r es: 0.067991

L numero 111111111111 es COMPUESTO
| tiempo empleado es: 6.7e-85 segundos.

EL tiempo ton1 (en minutos) del algoritmo fue: ©.00113695
s 11

Figura C.13: Ejecucién con niimero compuesto 111111111111
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25.5391476442
652.248031745

El tiempo pe determinar r es: 0.83906 segundos.

El numero 123455554321 es COMPUESTO
El tiempo empleado es: ©.800302 segundos.

npo total (en minutos) del algoritmo fue: ©.8006584
tia: s 1

La r encontrad
El tiempo para determinar r es: ©.839803 segundos.

EL numero 33482 - es COMPUESTO
El tiempo empleado es: 8.088231 segundos.

algoritmo fue: ©.00866935

s 1l

La r encontrada
El tiempo para erminar r es: ©.867492 gundos.

EL numero 743008378701 es COMPUESTO
El tiempo empleado es: ©.887812 segundos.

empo total
@katia:

(en minutos) del algoritmo fue: ©.80124386666667

Figura C.16: Ejecucién con niimero compuesto 743008370701
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$ python

0.069387

undos.

El tiempo total (en minutos) del algoritmo fue: ©.08133395
kat pia: Y |

Figura C.17: Ejecucién con niimero compuesto 774630686237

python ak

La r encontrada
El tiempo para erminar r es: ©.053

es COMPUESTO
e-t gundos.

ritmo fue: ©.000901266666667

N |

Figura C.18: Ejecucion con niimero compuesto 799980626860
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8.7079199048
. 14466526

La r encontrada
El tiempo para

El numero
po empleado

- es: ©.8061285 segundos.

es COMPUESTO

1.008142 segundos.

segundos.

lel algoritmo fue: ©.8028959

Y |

Figura C.20: Ejecucién con nimero compuesto 3465253618401
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minar r es:

2531794
65792432

La r encontra

El tiempo para terminar r es: ©.067388

EL numero 762559

oo

La r encontrac : 88
El tiempo pa erminar r es:

El numero
El tiempo e

$ python aks

0.080457

no fue: 0.0013447
$ 1

$ python aks test2.py

segundos.

0.6871122

iempo total (en minutos) del algoritmo fue: ©.0011¢

atia:

$

Figura C.23: Ejecucioén con ndmero compuesto 8284590452382
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$ python aks

r encontrada es: 8
L tiempo para determinar r es: ©.109218 segundos.

Ll numero 99999999 es COMPU
l tiempo empleado es: 6.le-85

l tiempo total (en minutos) del algori fue: 0.080

Figura C.24: Ejecucién con nimero compuesto 9999999998980
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